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Анотація. У статті розглядається застосування бікомплексного обчислення при розрахунку перетворювальних пристроїв з 

багаторазовою модуляцією для використання у автономних об’єктах відновлюваної енергетики. Запропоноване формулю-

вання завдань у гіперкомплексному подані дозволило здійснити стиснення оброблювальної інформації. Метод бікомплекс-

ного представлення передбачає пряме та зворотне бікомплексне перетворення, яке дозволяє отримати аналітично повне рі-

шення щодо аналізу системи з багатократною модуляцією. 
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строї з багаторазовою модуляцією, відновлювальні джерела енергії. 

 

Вступ. Сучасні системи електропостачання (СЕП) ав-

тономних об’єктів на основі відновлювальних джерел 

енергії (ВДЕ) є нелінійними та багатозв’язковими сис-

темами, в яких мають місце складні перехідні процеси 

та можливе виникнення критичних і хаотичних режи-

мів. 

Вивчення структур гіперчислових систем (ГЧС), їх 

особливостей, методів обчислення та апроксимації 

елементарних функцій гіперкомплексної змінної дає 

можливість застосування таких систем для аналізу та 

розрахунку параметрів перетворювальних пристроїв з 

багатократною модуляцією при використанні у авто-

номних об’єктах (АО) відновлюваної енергетики. У де-

яких випадках застосування ГЧС дає змогу замінити 

вихідну задачу еквівалентною, тобто побудувати ква-

зіаналогову модель розв’язку [1-7]. 

Для ефективного моделювання розв’язку задач, що 

стосуються перетворювальних пристроїв для викорис-

тання у відновлюваних джерелах енергії (ВДЕ), у гіпе-

ркомплексній числовій системі необхідно знати дійс-

ний вигляд функцій у цій системі, тобто вигляд скла-

дових функцій гіперкомплексної змінної. 

Короткий огляд публікацій по темі. На сьогодні 

відома достатньо велика кількість робіт, присвячених 

розробці та використанню відновлюваних джерел ене-

ргії. Слід відзначити роботи Шидловського А.К., Ки-

риленко О.В., Пивняка Г.Г., Кудрі С.О., Рєзцова В.Ф., 

Васько П.Ф., Гаєвського О.Ю, Головка В.М., Бєкірова 

Є.А., Мхітаряна Н.М., Бьюб Р., Твайделла Д., Фа-

ренбруха А. 

Мета дослідження полягає у розвитку теорії бі-

комплексного перетворення для перетворювальних 

пристроїв із багаторазовою модуляцією при викорис-

танні у автономних об’єктах відновлюваної енерге-

тики. 

Матеріали та методи. Стаття ґрунтується на публі-

каціях, де розглянуті гіперкомплексні системи чис-

лення, в тому числі бікомплексне перетворення. Засто-

совуються методи аналізу та розрахунку вихідного си-

гналу. 

Виклад основного матеріалу. Алгоритми коорди-

натно-параметричного керування в інваріантних пере-

творювальних системах спричинили серйозні труд-

нощі при аналізі нестаціонарних процесів у пристроях 

із багаторазовою модуляцією, що працюють з ВДЕ. З 

метою вирішення даного завдання, у якості математи-

чного апарату доцільно використовувати гіперкомпле-

ксні системи числення. В даному випадку вибір ГЧС 

зводиться до бікомплексних чисел, за аналогією з кла-

сичним комплексним числом, яке має алгебраїчну 

конструкцію вигляду 

𝑧 = 𝑥1 + 𝑖𝑥2 + 𝑗𝑥3 + 𝑘𝑥4 = ∑ 𝑒𝑚
4
𝑚=1 𝑥𝑚                         (1) 

де (𝑥1,  𝑥2,  𝑥3,  𝑥4)
Υ ∈  𝑅4 − точка евклідового прос-

тору. У табл.1 наведено множення Келі базисних еле-

ментів цієї групи. 
 

Табл. 1. 

𝑒𝑚 

𝑒𝑚 
1 i j k 

1 1 i j k 

i i -1 k -j 

j j k -1 -i 

k k -j -i 1 
 

Координати точки вихідного евклідового простору, 

тобто дійсні множники при 1, 𝑖, 𝑗, 𝑘, назвемо "компоне-

нтами" бікомплексу. Отже, прийнята у визначенні таб-

лиця відрізняється від відповідної таблиці для кватер-

ніонів (гіперкомплексних чисел) тим, що у цьому ви-

падку множення комутативне. 

Зазначимо, що 𝑖1, 𝑖2 – уявні одиниці, для яких 𝑖1
2 =

𝑖2
2 = −1, однак 𝑖1 ≠ ±𝑖2,  а 𝑖3 = 𝑖1 ∙ 𝑖2,  причому 𝑖3

2 =
1,  𝑖3 ≠ ±1. Бікомплексні числа можуть бути отримані 

комутативним подвоєнням поля комплексних чисел 

комплексними числами.  

Користуючись алгеброю бікомплексного перетво-

рення, розглянемо додаток ГЧС до дослідження перет-

ворювальних пристроїв із багатократною модуляцією 

для АО ВДЕ. 

З точки зору виконання умов інваріантності, дове-

дено, що єдиним варіантом створення структурно-ін-

варіантної перетворювальної системи є послідовне 

з’єднання модулятора та демодулятора у силовому 

тракті. Система на основі інформації про вхідну, вихі-

дну напругу та збурюючи впливи, формує комутаційну 

функцію 𝑄(𝑡). Для отримання комутаційної функції 

𝑄(𝑡) скористаємося формулою Ейлера та приведемо 

тригонометричний ряд Фур'є до комплексної форми 

𝑄(𝑡) = ∑ 𝐶(2𝑘−1) ∙ 𝑒
𝑗(2𝑘−1)ω𝑡∞

𝑘=1 ∑ 𝐶(2𝑛−1) ∙ 𝑒
𝑖(2𝑛−1)𝛺𝑡  ∞

𝑛=1⁄ (2) 

де i, j − різні уявні одиниці, що відповідають різним 
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частотам 𝛺 і . Таким чином, комутаційна функція в 

загальному вигляді може бути представлена добутком 

двох різних за частотою функцій: 

𝑄(𝑡) = 𝑎(𝑡) ∙ 𝑏(𝛺𝑡)                                                    (3) 

Здійснивши комплексне перетворення для складо-

вих функцій виразу (3), одержимо  

    𝑎(𝑡) ≑ 𝐴̇𝑘 = 𝑎mcos𝛼m + 𝑖𝑎msin𝛼m
𝑏(𝑡) ≑ 𝐵̇𝑘 = 𝑏𝑘cos𝛽𝑘 + 𝑗𝑏𝑘sin𝛽𝑘 ,

}                             (4) 

де т, k − номери гармоніки для  і 𝛺 ; i, j − різні 

уявні одиниці, що відповідають різним частотам  і 𝛺; 

𝑎msin𝛼m =
𝜔

𝜋
∫ 𝑎(𝑡)𝑐𝑜𝑠𝑚𝜔𝑡𝑑𝑡 =

1

𝜋

2𝜋

𝜔
0 ∫ 𝑎(𝜑/𝜔)𝑐𝑜𝑠𝑚𝜑𝑑𝜑

2𝜋

0
;

𝑎mcos𝛼m =
𝜔

𝜋
∫ 𝑎(𝑡)𝑠𝑖𝑛𝑚𝜔𝑡𝑑𝑡 =

1

𝜋

2𝜋

𝜔
0 ∫ 𝑎(𝜑/𝜔)𝑠𝑖𝑛𝑚𝜑𝑑𝜑

2𝜋

0
;

𝑏ksin𝛽k =
𝛺

𝜋
∫ 𝑏(𝑡)𝑐𝑜𝑠𝑘𝛺𝑡𝑑𝑡 =

1

𝜋

2𝜋

𝛺
0 ∫ 𝑏(/𝛺)𝑐𝑜𝑠𝑘𝑑

2𝜋

0
;

𝑏kcos𝛽k =
𝛺

𝜋
∫ 𝑏(𝑡)𝑠𝑖𝑛𝑘𝛺𝑡𝑑𝑡 =

1

𝜋

2𝜋

𝛺
0

∫ 𝑏(/𝛺)𝑠𝑖𝑛𝑘𝑑
2𝜋

0
, }
 
 
 

 
 
 

 

(5) 

при чому 𝜑 = 𝜔𝑡,  = 𝛺𝑡. 
Підставивши вирази (5) в (4), після перемноження 

𝐴̇𝑘 та 𝐵̇𝑘 з урахуванням формули Ейлера одержимо ін-

тегральне перетворення, яке назвемо бікомплексним 

перетворенням: 

𝑄𝑚𝑘 = 𝐴̇𝑚𝐵̇𝑘 =
1

𝜋2
𝑖𝑗 ∫ ∫ 𝑎(𝜑/𝜔) × 𝑏(/

2𝜋

0

2𝜋

0

𝛺)𝑒−𝑖𝑚𝜑𝑒−𝑗𝑘𝑑𝜑𝑑                                                          (6) 

Отримане перетворення є прямим бікомплексним 

перетворенням. 

Обернене бікомплексне перетворення введемо та-

ким чином:  

𝑄(𝑡) = 𝑄(𝜑/𝜔,/𝛺) =
1

4𝑖𝑗
∑ ∑ 𝑄̇𝑚𝑘𝑒

𝑖𝑚𝜑𝑒𝑗𝑘∞
𝑘=−∞

∞
𝑚=−∞       (7) 

З урахуванням виразу (6) отримаємо повне бі-

комплексне перетворення в інтегральній формі: 

𝑄(𝑡) =
1

4𝜋2
∑ ∑ 𝑒𝑖𝑚𝜑+𝑗𝑘∞

𝑘=−∞
∞
𝑚=−∞  ∙ ∫ ∫ 𝑎(𝜑/𝜔) ×

2𝜋

0

2𝜋

0

𝑏(/𝛺)𝑒−𝑖𝑚𝜑𝑒−𝑗𝑘𝑑𝜑𝑑                                                   (8) 

Бікомплексне перетворення позначимо оператором 

 Г𝑚,𝑘[𝑄(𝑡)] = 𝑄̇𝑚𝑘 або 𝑄̇𝑚𝑘 ≑ 𝑄(𝑡), тобто вводимо по-

няття оригіналу й зображення біокомплексної функції. 

Зазначимо, що з урахуванням викладеного, відоме 

комплексне перетворення є частковим випадком бі-

комплексного, оскільки при постійних 𝑎(𝑡) або 𝑏(𝑡), 
коли 𝑚 = 0 або 𝑘 = 0, введені інтегральні перетво-

рення (6) − (8) стають рівними з точністю до постійних 

співмножників 2i або 2j відомим виразам комплекс-

ного перетворення періодичних функцій [1]. 

Користуючись основними правилами алгебри бі-

комплексного перетворення та бікомплексними зобра-

женнями векторних функцій, зображення 𝐶𝑒𝑖𝛼𝑒𝑗𝛽 на-

звемо бікомплексною амплітудою гіпергармонічної 

функції 𝐶sin(𝜔𝑡 + 𝛼)sin(𝛺𝑡 + 𝛽), а величину 𝑖𝜔 +
𝑗𝛺 = 𝜔0 − бікомплексною узагальненою частотою. 

Роль цих величин при дослідженні систем з багатокра-

тною модуляцією аналогічна ролі комплексних амплі-

туди й частоти при розрахунку електричних кіл з гар-

монічними напругами й струмами однієї частоти.  

Аналогічні поняття вводяться й для m, k – гіпергармо-

нічної складової функції 𝑄(𝑡). 
Геометричну інтерпретацію гіпергармонічної функції 

можна ввести вектором 𝐶̅, що обертається з кутовою шви-

дкістю  у системі координат X10Y1, яка у свою чергу обе-

ртається з кутовою швидкістю  у нерухомій системі ко-

ординат X0Y (рис. 1), звідки випливає, що проекція 

𝑚𝑜𝑑[𝐶4̅] на вісь 0X проекції 𝑚𝑜𝑑[𝐶3̅ + 𝐶4̅] вектора 𝐶̅ на 

вісь 0Y1 дорівнює 𝐶𝑠𝑖𝑛(𝑡 + 𝛼) sin(𝛺𝑡 + ). 

 
Рис.1. Розглянуту площину можна вважати бікомплексною, якщо 

покласти, що осі 0X й 0Y відповідають дійсній (1) і уявній (𝑖1) осям 

площини X0Y і дійсній (𝑖3) і уявній (𝑖2) осям площини X10Y1. Тоді 

вектор 𝐶̅ відповідає бікомплексній функції 
 

𝐶̇(𝑡) = 𝐶 ∙ 𝑒𝑖(𝜔𝑡+)𝑒𝑗(𝛺𝑡+𝛽) = 𝐶cos(𝜔𝑡 + ) ∙ cos(𝛺𝑡 + 𝛽) + 
+𝑖1𝐶cos(𝜔𝑡 + ) sin(𝛺𝑡 + 𝛽) + 𝑖2𝐶sin(𝜔𝑡 + ) cos(𝛺𝑡 + 𝛽) + 
+𝑖3𝐶sin(𝜔𝑡+ ) sin(𝛺𝑡 + 𝛽) = 𝑚𝑜𝑑[𝐶1̅] + 𝑖1𝑚𝑜𝑑[𝐶2̅] +

𝑖2𝑚𝑜𝑑[𝐶3̅] + 𝑖3𝑚𝑜𝑑[𝐶4̅]                                                     (9) 

При цьому бікомплексна амплітуда 𝐶̇ = 𝐶̇(𝑡)|𝑡=0 ви-

значиться початковим положенням вектору 𝐶̅. Такий 

зв'язок бікомплексних величин і вектору 𝐶̅ має місце лише 

при 𝑎 ∙ 𝑑 = 𝑏 ∙ 𝑐. 
Запропонований метод бікомплексного числення 

можна вважати узагальненням на більш абстрактному 

рівні відомого інтегрального символічного числення 

на область функцій гіперкомплексної змінної. 

Користуючись конкретними співвідношеннями бі-

комплексного перетворення можна аналізувати вихі-

дну напругу перетворювального пристрою із багатора-

зовою модуляцією і здійснювати моделювання систем 

електроживлення. 

На основі проведених теоретичних досліджень роз-

роблено ряд ПП із багаторазовою модуляцією та адап-

тивним координатно-параметричним керуванням у 

складі системи електропостачання з ВДЕ, які передба-

чають формування заданої вихідної напруги довільної 

форми з необхідною точністю за умови забезпечення 

інваріантності вихідних координат ПП до виду пере-

творюваної електроенергії на виході первинної сис-

теми з ВДЕ, а також до впливових координатно-пара-

метричних збурень 

Для аналізу за допомогою бікомплексного числення стру-

ктури перетворювальних пристроїв із багатократною моду-

ляцією для ВДЕ розглянемо більш детально вираз для кому-

таційної функції.  

У загальному вигляді вираз (2) має вигляд 

𝑄(𝑡) =

4

𝜋
∑ {

(−1)𝑘−1

2𝑘−1
∑ [𝑔𝑙

′ cos(2𝑙−1)𝛼𝑙
′]𝑁

𝑙=1 }∙cos(2𝑘−1)𝜔𝑡∞
𝑘=1

4

𝜋
∑ {

(−1)𝑛−1

2𝑛−1
∑ [𝑔𝑙 cos(2𝑙−1)𝛼𝑙]
𝑁
𝑙=1 }∙cos(2𝑛−1)𝛺𝑡∞

𝑛=1

    (10) 

Відомо [1], що поліноми від l у виразі (10) можуть бути 

представлені в замкнутій формі: 

∑ cos(2𝑙 − 1)𝛼𝑁
𝑙=1 =

1

2
∙
sin 2𝑁𝛼

sin 𝛼
                                  (11) 

y 

x 

y
1
 

x
1
 

𝐶1 

𝐶2 

𝐶4 

𝐶3
+ 𝐶  

𝐶1
+ 𝐶  

𝐶 

0 

 

 

+t 

+t 

𝐶3 
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Тоді вираз (10) запишеться у вигляді 

𝑄(𝑡) =

𝑔𝑙
′ sin2𝑁𝛼𝑙

′

sin𝛼𝑙
′ ∑

(−1)𝑘−1

2𝑘−1
∞
𝑘=1 cos(2𝑘−1)𝜔𝑡

𝑔𝑙 sin2𝑁𝛼𝑙
sin𝛼𝑙

∑
(−1)𝑛−1

2𝑛−1
∞
𝑛=1 cos(2𝑛−1)𝛺𝑡

                             (12) 

Перетворимо останній вираз до вигляду 

𝑄(𝑡) =
Д𝑛,𝑘∑ (−1)𝑘−1∞

𝑘=1 cos(2𝑘−1)𝜔𝑡

∑ (−1)𝑛−1∞
𝑛=1 cos(2𝑛−1)𝛺𝑡

                                  (13) 

де Д𝑛,𝑘 =
𝑔𝑙
′ sin 2𝑁𝛼𝑙

′

sin 𝛼𝑙
′ /

𝑔𝑙 sin 2𝑁𝛼𝑙

sin 𝛼𝑙
 

З метою подальшого спрощення виразу (13) пред-

ставимо його знаменник для миттєвого значення аргу-

менту у вигляді 

∑ (−1)𝑛−1 ∙ cos(2𝑛 − 1)𝑥 =
1

2

∞
𝑛=1 sec 𝑥                    (14) 

Помножимо чисельник і знаменник виразу (13) на 

cost. Тоді з урахуванням того, що (cos 𝑥 ∙ sec 𝑥 = 1), 

і повертаючись до комплексної форми представлення 

рядів, отримаємо вираз (13) у вигляді 

𝑄̅(𝑡) = Д𝑛,𝑘 ∑
(−1)𝑛−1

2𝑛−1

∞
𝑛=1 𝑒𝑖(2𝑛−1)𝜔𝑡∑

(−1)𝑘−1

2𝑘−1

∞
𝑘=1 𝑒𝑗(2𝑘−1)𝑡           (15) 

Отримаємо вихідний сигнал перетворювального 

пристрою із багатократною модуляцією в бікомплекс-

ній формі може бути представлено виразом 

𝑈̇вих = Д𝑛,𝑘𝐹̇(𝑖Ω) ∙
1

4𝑖𝑗
∑ ∑ 𝑓̇(𝑗𝑘𝜔) ∙ 𝐹̇(𝑖𝑛Ω)∞

𝑘=−∞
∞
𝑛=−∞         (16) 

де узагальнена бікомплексна частота відповідає 
(𝑖 + 𝑗𝑞)Ω, 𝑞 = /Ω. 

Висновки. Користуючись основними правилами 

алгебри бікомплексного перетворення та бікомплекс-

ними зображеннями векторних функцій, можна аналі-

зувати вихідний сигнал перетворювальних пристроїв із 

багатократною модуляцією для різних форм вхідного 

впливу.  

Одним з досить перспективних застосувань гіперко-

мплексного вирахування є перетворення систем дифе-

ренціальних рівнянь з метою спрощення або стиснення 

в одне рівняння. Тобто, загальне завдання перетворення 

може бути сформульовано в такий спосіб: за системою дифе-

ренціальних рівнянь необхідно знайти таку гіперчислову си-

стему, за допомогою якої вихідну систему можна стиснути в 

одне рівняння, розв’язок якого можна записати в аналітич-

ному вигляді [8,9]. 
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Bicomplex analysis of converters for autonomous renewable energy facilities 

N.V. Belenok 

Abstract. The article covers the use of bicomplex approach in the calculation of converters with multiple modulation used in autono-

mous renewable energy facilities. The proposed method in the hypercomplex representation leads to a reduction in information pro-

cessing. The bicomplex representation method includes direct and inverse bicomplex transformation, which allows obtaining  analyti-

cally complete solution for the analysis of a system with multiple modulation. 


