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Аннотация. Рассматриваются только конечные группы. В работе изучаются минимальные не F-группы, где F – некоторый 

класс групп, являющиеся естественным обобщением таких классических групп, как группы Шмидта и группы Миллера-

Морено. Группа называется минимальной не F-группой, если она не принадлежит классу F, а каждая ее собственная под-

группа принадлежит F. Класс F называется классом Фиттинга, если он замкнут относительно взятия нормальных подгрупп 

и взятия произведений конечного числа нормальных F-подгрупп. В работе установлено влияние свойств минимальных не F-

групп на строение заданного класса Фиттинга F.  

Ключевые слова: конечная группа, класс групп, минимальная не F-группа, класс Фиттинга,  -расслоенный класс Фит-

тинга. 

 

Введение. Рассматриваются только конечные группы 

и классы конечных групп. Классом групп называется 

такое множество групп, которое вместе с каждой 

своей группой G  содержит и все группы изоморфные 

группе G . В теории классов конечных групп боль-

шую роль играют минимальные не F -группы (иначе, 

F -критические группы) для заданного класса групп 

F , естественным образом обобщающее такие клас-

сические виды групп, как группы Миллера-Морено 

(минимальные неабелевы группы) и группы Шмидта 

(минимальные ненильпотентные группы) (см., напри-

мер, [21, 22]). Группа, не принадлежащая классу F , 

называется минимальной не F -группой, если все ее 

собственные подгруппы классу F  принадлежат.  

Краткий обзор публикаций по теме. Свойства и 

строение минимальных не F -групп для определен-

ных фиксированных классов групп F  изучались та-

кими известными алгебраистами, как Т. Хоукс, М. 

Фрик, Ю.А. Гольфанд, Л. Редеи, Н.Ф. Кузенный, С.С. 

Левищенко, В.Д. Мазуров, С.А. Сыскин, А.Х. Жур-

тов, В.Т. Нагребецкий, С.Н. Адамов, Н.П. Конторович 

(см., например, [21, с. 247]). Важные результаты о 

минимальных не F -группах для произвольной (ло-

кальной) формации F  получены в работах 

В.Н. Семенчука, А.Д. Ходалевича, А.Ф. Васильева, 

А.В. Сидорова и др. (см., например, [2, 14 – 17, 20]). 

На важность изучения минимальных не F -групп для 

различных классов групп F  было обращено внима-

ние Л.А. Шеметковым в его фундаментальной статье 

«Some ideas and results in the theory of formations of 

finite groups» [31, с. 12]. 

Одним из центральных видов классов групп явля-

ются классы Фиттинга – классы, замкнутые относи-

тельно взятия нормальных подгрупп и произведений 

нормальных подгрупп, принадлежащих рассматрива-

емому классу. Первые результаты о классах Фиттинга 

были получены Б. Фишером в работе [26]. Исследова-

нием классов Фиттинга занимались К. Дерк, Т. Хоукс, 

Р. Брайс, Дж. Косси, М. Диксон, Ф. Локетт, С. Реф-

фершейд, Н.Т. Воробьев, А.Н. Скиба, Н.Н. Воробьев и 

многие другие алгебраисты (см., например, [6, 7, 23 – 

25, 29, 30]). В теории классов Фиттинга большую роль 

играют функциональные методы. Так, в 1969 году 

Б. Хартли с их помощью построил локальные классы 

Фиттинга [28]. Развивая данный функциональный 

подход, Л.А. Шеметков и А.Н. Скиба в 1999 году 

ввели в рассмотрение  -локальные классы Фиттинга 

[19], где   – непустое множество простых чисел. 

При построении таких классов используются специ-

альные функции, называемые спутниками соответ-

ствующих классов (см., например, [8, 18]). В 1999 

году В.А. Ведерников для исследования классов Фит-

тинга групп предложил новый подход, основанный на 

использовании ещё одной функции – направления. 

Это привело к открытию серий новых видов классов 

Фиттинга, в частности, к построению  -веерных и 

 -расслоенных классов Фиттинга [3 – 5]. Многие 

важные свойства  -расслоенных классов Фиттинга 

получены В.А. Ведерниковым, О.В. Камозиной, В.Е. 

Егоровой, Е.Н. Бажановой и др. (см., например, [1, 9, 

11]). 

Цель. Настоящая работа посвящена изучению влия-

ния свойств минимальных не F -групп на внутреннее 

строение  -расслоенного класса Фиттинга F . 

Используемые методы, обозначения, определения. 

При доказательстве утверждений применяются клас-

сические методы теории групп, а также методы тео-

рии классов конечных групп, в частности, методы 

теории классов Фиттинга. Используемые обозначения 

и определения стандартны (см., например, [13, 21, 

25]). Приведем лишь некоторые из них. Запись 

N G  (N G , N G , N G ) означает, что N  

является подгруппой (соответственно собственной 

подгруппой, нормальной подгруппой, максимальной 

нормальной подгруппой) группы G . Пусть F  – 

класс групп. Группа G  называется минимальной не 

F -группой или, иначе, F -критической группой, если 

FG , но каждая собственная подгруппа группы G  

принадлежит классу F  [21]. Через ( )FM обозначает-

ся класс всех минимальных не F -групп. Класс групп 

F  называется классом Фиттинга, если выполняются 
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следующие два условия: 1) из FG  и N G  следу-

ет, что FN  (
nS -замкнутость); 2) из G NM= , где 

N G , M G , , FN M , следует, что  FG  ( R -

замкнутость). F -радикалом группы G  называется 

наибольшая нормальная подгруппа группы G , при-

надлежащая классу Фиттинга F , и обозначается  
FG . 

Класс групп F  называется формацией, если выпол-

няются следующие два условия: 1) из FG  и N G  

следует, что / FG N  ( Q -замкнутость); 2) из 

1/ FG N   и 
2/ FG N   следует, что 

( )1 2/ FG N N   (
0R -замкнутость). F -

корадикалом группы G  называется наименьшая нор-

мальная подгруппа группы G , фактор-группа по 

которой принадлежит формации F , и обозначается 
FG . Через 

1 2F F  обозначается стандартное произве-

дение классов групп 
1F  и 

2F , т.е. 

1 2 1 2( | , , / )=    F F E F FG N G N G N ; 

1 2F F  –радикальное произведение классов групп 
1F  

и 
2F , т.е. 

11 2 2( | / ) =  FF F E FG G G ; если 

1F = , то по определению полагают, что 

1 2F F =  [25].  

Через E  обозначается класс всех конечных групп, 

I  – класс всех конечных простых групп,   – непу-

стой подкласс класса I ; ( )K G  – класс всех простых 

групп, изоморфных композиционным факторам груп-

пы G .  Пусть  X  – непустое множество групп. Тогда 

( )XK  – объединение классов ( )K G  для всех  

XG ; ( )X  – класс групп, порожденный X ; в част-

ности, ( )G  – класс всех групп, изоморфных группе 

G . Через E
 обозначается класс всех  -групп, т.е. 

таких групп G , для которых ( )K G ; 

( ) EO G G  = . Для IA  используются следующие 

обозначения: ( )E EA A= , ' ( ) 'E EA A= , ( ) EAAO G G= . 

Функция  : 'f   →  {классы Фиттинга 

групп}, где ( ')f   , называется R -функцией; 

функция : Ig →  {классы Фиттинга групп} называ-

ется R -функцией; функция : I → {непустые 

формации Фиттинга} называется FR -функцией. 

Функции f , g  и   принимают одинаковые значе-

ния на изоморфных группах из области определения. 

Класс Фиттинга ( | ( ) ( ')F EG O G f=      и 

( ) ( )AG f A   для всех ( ))A K G  называется 

 -расслоенным классом Фиттинга с  -спутником 

f  и направлением   и обозначается ( , )F R f = ; 

класс Фиттинга 
( )( | ( )F E
AG G g A=    для 

всех ( ))A K G  называется расслоенным классом 

Фиттинга со спутником g  и направлением   и 

обозначается ( , )F R g =  [4]. Направление    -

расслоенного (расслоенного) класса Фиттинга  назы-

вается: a -направлением,  если ( )A A  для любой 

абелевой группы IA ; b -направлением, если 

( ) ( )EA A A =   для любой абелевой группы IA ; 

r -направлением, если  '( ) ( )EAA A =   для любой 

группы IA  [3]. 

Результаты и их доказательство. 

Теорема 1. Пусть pA Z   , F  –  -

расслоенный класс Фиттинга с ar -направлением   

и внутренним  -спутником f . Если всякая мини-

мальная не F -группа обладает максимальной нор-

мальной подгруппой, содержащейся в ( )f A -радикале 

группы, то ( ( )) FE FAM f A   . 

Доказательство. Пусть всякая минимальная не F -

группа обладает максимальной нормальной подгруп-

пой, содержащейся в ( )f A -радикале группы. Пока-

жем, что ( ( )) FE FAM f A   . Предположим, что 

найдется группа ( ( ( )) ) \F E FAG M f A  . Тогда, 

согласно лемме 3 [16], в G  существует минимальная 

не F -подгруппа H . Если H G , то, ввиду 

( ( ))G M f A , получаем, что ( )H f A . Так как f  – 

внутренний  -спутник класса Фиттинга F , то 

( ) Ff A   и поэтому FH . Противоречие. Следо-

вательно, H G=  и, значит, G  – минимальная не F -

группа. По условию теоремы в группе G  существует 

максимальная нормальная подгруппа N  такая, что 

( )f AN G . Покажем, что ( )N f A . Действительно, 

( ) ( )f AG f A  по определению ( )f A -радикала груп-

пы. Далее, из N G  и ( )f AN G  следует, что 

( )f AN G . В силу 
nS -замкнутости класса Фиттинга 

( )f A  заключаем, что ( )N f A .  Рассмотрим фак-

тор-группу /G N . Так как, согласно условию теоре-

мы, N G , то по лемме 2.14.2 [13] /G N  – простая 

группа. Возможны следующие случаи. 

1) Пусть /G N A .  Из ( )pN f Z  и  

/ N pG N   следует, что ( )Np pG f Z . Так как f  – 

внутренний  -спутник  -расслоенного класса Фит-

тинга F , то, согласно лемме 15 [3], ( )N Fp pf Z   и 

поэтому FG . Получили противоречие. 

2) Пусть /G N A . Поскольку   – r -

направление  -расслоенного класса Фиттинга F , то 

справедливо равенство '( ) ( )EAA A = . Так как A   

– простая группа, ( )A  – непустая формация Фит-

тинга, N G  и /G N  – 'A -группа, то по лемме 11 

[3] 
( ) ( )A AG N = . Так как ( )N f A  и класс ( )f A  

nS -замкнут, то 
( ) ( )AN f A   и, значит, 
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( ) ( )AG f A  . Поскольку F EAG  и, ввиду замеча-

ния 1.11 главы IX [25], FE F EA A=  , то 

F EAG  . По определению радикального произве-

дения получаем, что / F EAG G  . Так как  
FG G , 

/ F EAG G   и ( )AO G  – наименьшая подгруппа в G , 

удовлетворяющая данным условиям, то ( ) F

AO G G

. Из того, что ( )AO G G  и ( ) F

AO G G , по свой-

ству нормальных подгрупп следует, что ( ) F

AO G G . 

Так как 
F FG  , то, в силу 

nS -замкнутости класса 

Фиттинга F , получаем ( ) F
AO G  . Из 

( ) ( )AG f A 

, ( ) F
AO G  , A  и того, что   – r -направление 

класса Фиттинга F , по лемме 12 (1) [3] заключаем, 

что FG . Получили противоречие. Следовательно, 

( ( )) FE FAM f A   . Теорема доказана. 

Следствие 1. Пусть pA Z   , F  –  -

расслоенный класс Фиттинга с br -направлением   

и внутренним  -спутником f . Если всякая мини-

мальная не F -группа обладает максимальной нор-

мальной подгруппой, содержащейся в ( )f A -радикале 

группы, то ( ( )) FE FAM f A   . 

Доказательство. Пусть всякая минимальная не F -

группа обладает максимальной нормальной подгруп-

пой, содержащейся в ( )f A -радикале группы. Пока-

жем, что ( ( )) FE FAM f A   . Так как по условию 

  является b -направлением, то выполняется равен-

ство ( ) ( )EA A A =  для любой абелевой группы 

IA , откуда следует, что ( )A A  для любой абе-

левой группы IA . Таким образом, заключаем, что 

  – a -направление  -расслоенного класса Фиттин-

га F . Тогда по теореме 1 имеем 

( ( )) FE FAM f A   . Следствие доказано. 

Следствие 2. Пусть IpA Z  , F  – расслоенный 

класс Фиттинга с ar -направлением   и внутренним 

спутником f . Если всякая минимальная не F -группа 

обладает максимальной нормальной подгруппой, 

содержащейся в ( )f A -радикале группы, то 

( ( )) FE FAM f A   . 

Выводы. В теореме 1 для  -расслоенного класса 

Фиттинга F  с ar -направлением изучено влияние 

свойств минимальных не F -групп на внутреннее 

строение класса F , в частности, установлены усло-

вия, при которых класс ( ( ))F EAM f A  содержится 

в F . В качестве следствий получены соответствую-

щие результаты для  -расслоенного класса Фиттин-

га с br -направлением, а также для расслоенного 

класса Фиттинга. 
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On the influence of properties of minimal non-F-groups on classes of groups 

A. A. Gorepekina, M. M. Sorokina  

Annotation. Only finite groups are considered. In this paper we study minimal non-F-groups, where F is a class of groups, which are 

a natural generalization of such classical groups as Schmidt groups and Miller-Moreno groups. A group is called a minimal non-F-

group if it does not belong to F, but every its proper subgroup belongs to F. A class F is called a Fitting class if it is closed under 

taking normal subgroups and under taking the products of a finite number of normal F-subgroups. We established the influence of the 

properties of minimal non-F-groups on the structure of the definite Fitting class F.  


