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Анотація. У роботі розглянуто підхід до моделювання сигналів серця електричної, магнітної та акустичної (механічної) 

природи на основі моделей теорії циклічних випадкових функцій, а саме, з використанням циклічного випадкового процесу 

та вектора циклічних ритмічно пов’язаних випадкових процесів. Наведено структури статистичних оцінок ймовірнісних 

характеристик досліджуваних сигналів серця, а також результати їх спектрального аналізу. Обґрунтовано інформативні 

ознаки в комп’ютерних системах функціональної діагностики стану серця на основі запропонованих у роботі їх математич-

них моделей та методів. 

Робота присвячена висвітленню задач математич-

ного моделювання та методів опрацювання (статисти-

чного та спектрального аналізу) сигналів серця елект-

ричної, магнітної та механічної (акустичної) фізичної 

природи у рамках їх моделей у вигляді циклічного 

випадкового процесу та вектора циклічних ритмічно 

пов’язаних випадкових процесів [5-10], які є підкла-

сами класу циклічних випадкових функцій [10]. Такий 

підхід уможливлює уніфікацію, підвищення ефектив-

ності (точності, достовірності та інформативності) 

математичного забезпечення сучасних комп’ютерних 

систем функціональної діагностики стану серця та 

серцево-судинної системи людини. 

Основна частина. Згідно з роботою [5], дамо 

означення циклічного випадкового процесу неперерв-

ного аргументу. 

Означення 1. Сепарабельний випадковий процес 

( ), , ,t t   Ω R , називається циклічним випадко-

вим процесом неперервного аргументу, якщо існує 

така функція ( )ntT , , яка задовольняє умовам функції 

ритму, що скінченновимірні вектори ( ),( 1t , 

),( 2t ,…, ),( kt ) та ( ( )),,( 11 ntTt + , 

( ))),,( 22 ntTt + ,..., ( )ntTt kk ,,( + ), Zn , де 

 kttt ,...,, 21
 - множина сепарабельності процесу 

( ), , ,t t   Ω R , при всіх цілих kN  є стохастич-

но еквівалентними у широкому розумінні. 

Функція ритму ( )ntT ,  визначає закон зміни часових 

інтервалів між однофазними значеннями циклічної 

функції. Функція ( )ntT ,  повинна задовольняти таким 

властивостям: 

1. Вона задана на всій дійсній осі Rt і на всій 

множині цілих чисел і дорівнює нулю, коли 0=n . 

В інших випадках вона або додатна, або від’ємна, 

тобто:  

а) ( ) 0, ntT , якщо 0n ; 

b) ( ) 0, =ntT , якщо 0=n ; 

c) ( ) 0, ntT , якщо 0n . (1) 

2. Для будь-яких R1t  та R2t , для яких 
12 tt  , 

для функції ( )ntT ,  виконується нерівність: 

( ) ( ) Z++ nntTtntTt ,,, 2211
. (2)  

Функція ( )ntT ,  є найменшою за модулем 

( ( ) ( )ntTntT ,,  ) серед усіх таких функцій 

( ) Γ ,,ntT , які задовольняють (1) - (2). 

Для циклічного випадкового процесу неперервного 

аргументу характерно те, що сімейство його узгодже-
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Вступ. Відомо, що функціонування серця супрово-

джується генеруванням електричних, магнітних та 

механічних (акустичних) полів, що у своїй просторо-

во-часовій структурі відображають функціональний 

стан серцево-судинної системи (ССС) людини і дають 

змогу проводити її діагностику. У кардіометричних 

діагностичних системах якість, ефективність методів 

автоматизованого аналізу кардіосигналів на базі ЕОМ 

зумовлюється адекватністю їх математичних моделей. 

Математичним моделям та методам опрацювання си-

гналів серця присвячено значну множину наукових 

праць [1-4]. У залежності від того, чи враховується 

стохастичність, існуючі математичні моделі цикліч-

них сигналів серця можна поділити на детерміновані 

та стохастичні (ймовірнісні, випадкові). До детермі-

нованих слід віднести гармонічні функції (синуси та 

косинуси), полігармонічні періодичні функції, що 

розкладаються у ряд Фур’є із кратними гармоніками, 

майже періодичні детерміновані функції, що зобра-

жаються у вигляді ряду Фур’є із некратними гармоні-

ками. Такі математичні моделі циклічних сигналів є 

досить спрощеними, ідеалізованими моделями реаль-

них сигналів серця і можуть бути використані на 

практиці лише для опису циклічних кардіосигналів з 

відносно стабільною, стійкою структурою, коли нех-

тування випадковістю в ній не приводить до суттєвих 

спотворень і спрощує розв’язання поставлених задач 

дослідження. До стохастичних моделей циклічних 

сигналів належать адитивні, мультиплікативні, адити-

вно-мультиплікативні суміші стаціонарного випадко-

вого процесу та періодичної детермінованої функції, 

періодично корельований та маже періодично коре-

льований випадкові процеси, періодично розподілені 

випадкові процеси та лінійні періодичні випадкові 

процеси. 
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них функцій розподілу задовольняє наступним рівно- стям: 
 

1 1 1 1( ,..., , ,..., ) ( ,..., , ( , ),..., ( , ))k k k k k kF x x t t F x x y t n y t n
 

= =  

1 1 1 1 1( ,..., , ( , ),..., ( , )), ,..., , ,..., , ,k k k k k kF x x t T t n t T t n x x t t n k


= + +   R Z N . (3) 

 

Якщо ( ) 0,,, == TconstTTnntT , то будемо ма-

ти випадковий циклічний процес зі стабільним рит-

мом, який у літературних джерелах відомий як стоха-

стично періодичний процес (циклостаціонарний ви-

падковий процес, періодично розподілений випадко-

вий процес). Якщо ( ) TnntT , , то будемо мати 

випадковий циклічний процес зі змінним ритмом. У 

роботі [10], дано означення та досліджено властивості 

циклічних випадкових процесів дискретного аргумен-

ту, який може використовуватися як математична мо-

дель кардіосигналу після його дискретизації, кванту-

вання та оцифровування в сучасних цифрових систе-

мах опрацювання сигналів. 

З метою опису методів сумісного статистичного 

аналізу кардіосигналів дамо означення вектора ритмі-

чно пов’язаних циклічних випадкових процесів, які 

можуть використовуватися як моделі вектора синх-

ронно зареєстрованих кардіосигналів, наприклад, 

електрокардіосигнали, що зареєстровані в різних від-

веденнях або синхронно зареєстровані електрокардіо-

сигнал та магнітокардіосигнал [7].

Означення 2. Вектор ( )tN ,Θ  циклічних випадкових 

процесів ( )








= RΩ tNiti ,,,1,,
____


 будемо називати 

вектором строго ритмічно пов’язаних випадкових 

процесів, а самі процеси строго ритмічно 

пов’язаними, якщо існує така функція ритму ( )ntT , , 

яка задовольняє умови (1) і (2), що скінченновимірні 

вектори ( ) ( ) ( ) piii ttt
p

,,...,,,, 21 21
  та 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ntTtntTtntTt ppiii p
,,,...,,,,,, 2211 21

+++   

_____

1 ,1,...,, Niin p =Z , де  ptt ,...,1
 - множина сепарабе-

льності вектора ( )tN ,Θ , при всіх цілих 1p  є сто-

хастично еквівалентними у широкому розумінні. Як-

що вектор ( )tN ,Θ  має лише одну компоненту, то із 

означення 2 отримується означення 1 циклічного ви-

падкового процесу.  

Для сумісної p -вимірної функції розподілу векто-

ра циклічних ритмічно пов’язаних випадкових проце-

сів має місце рівність: 
 

( )

( ) ( )( ) .,...,,,1,...,,,,,...,,;,...,

,...,;,...,

1

____

1111

11

...
1

...
1

RZ =++=

=

pppppp

ppp

ttNiinntTtntTtxxF

ttxxF

pii

pii



  (4) 

 

Статистичне оцінювання кардіосигналів. У рам-

ках наведених вище математичних моделей, у роботах 

[6, 7, 10] розроблено методи статистичного оцінюван-

ня ймовірнісних характеристик циклічних сигналів 

серця. Наведено тут лише деякі статистичні оцінки 

для ймовірнісних характеристик кардіосигналу та 

сукупності синхронно зареєстрованих кардіосигналів. 

Запишемо формули для обчислення реалізацій відпо-

відних статистичних оцінок імовірнісних характерис-

тик циклічного випадкового процесу у випадку, коли 

задана деяка довга його реалізація ( ),t t W , яка 

містить достатньо велику кількість його повних цик-

лів 

1
m

M

c

m=

=W W
. 

Так, реалізація статистичної оцінки математичного 

сподівання кардіосигналу за його реалізацією 

( ),t t W , яка містить достатньо велику кількість 

його повних циклів дорівнює: 

( )( ) )
1

1

1 2

0

1
ˆ ( ) , , ,

M

c

n

m t t T t n t t t
M

 
−

=

= +  =  W
, (5) 

де 01 t  - у загальному випадку. 

Реалізація статистичної оцінки дисперсії: 
 

( ) ( )( ) ( )( ) )
1

21

1 2

0

1ˆ ˆ, , , ,
1

M

c

n

d t t T t n m t T t n t t t
M

  
−

=

 =  + − +  = −
 W

. (6) 

 

Реалізація статистичної оцінки змішаної початкової 

моментної функції порядку 

1

k

i

i

p R
=

=
: 

 

( )

( )( ) ( )( )
11

1

1

1

1 1 1 2

0 11

ˆ ,...,

1
, ... , , , ,..., ,

1
k

m

p k

MM M
RR

k k c k c

n m

c t t

t T t n t T t n t t t
M M



  
−

= =

=

 =  +   +   − +
 W W

 (7) 

 

де 
1M  (

1M M ) - кількість циклів, у рамках яких 

набирають свої значення аргументи 
2,..., kt t . 

Наведені вище методи статистичного оцінювання 

ймовірнісних характеристик циклічного випадкового 

процесу є узагальненням методів статистичного оці-

нювання ймовірнісних характеристик стохастично 

періодичних процесів. 

Запишемо формули для обчислення реалізацій від-

повідних статистичних оцінок імовірнісних характе-

ристик вектора циклічних ритмічно пов’язаних випа-

дкових процесів, за умови, коли задана деяка довга 
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його реалізація ( ),t t W , яка містить достатньо 

велику кількість його повних циклів 

1
m

M

c

m=

=W W
. У 

такому разі, реалізація статистичної оцінки змішаної 

початкової моментної функції порядку 

1

k
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j

p R
=

=
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Реалізація статистичної оцінки змішаної централь-

ної моментної функції порядку 

1

k

j

j

p R
=

=
: 

 

( )( ) ( )( )( )
1

1
1

... 1 11
1 1 1 1 1

01

1
ˆ ˆ( ,..., ) , , ...

ii ik

M M R
R

p k i

n

r t t t T t n m t T t n
M M  


−

=

= + − + 
−


 

( )( ) ( )( )( )
1

1

____

1 2 1

1

ˆ, , , , ,..., , ,..., 1, .
k

k

k i mk

MR
R

i k k k k c k c k

m

t T t n m t T t n t t t i i N



=

 + − +   =W W
 (9) 

 

За умови, що функція ритму 

( ) 0,, == constTnTntT , будемо мати частинний випа-

док розроблених статистичних методів, який дає змо-

гу проводити статистичне оцінювання ймовірнісних 

характеристик стохастично періодичних та періодич-

но пов’язаних випадкових процесів. 

Розроблені методи статистичного оцінювання як 

для випадку одного циклічного випадкового процесу, 

так і для вектора циклічних ритмічно пов’язаних ви-

падкових процесів, ґрунтуються на припущенні, що є 

відомою функція ритму ( )ntT ,  циклічного випадко-

вого процесу ( ),t   чи циклічного випадкового век-

тора ( )tN ,Θ , хоча в багатьох практичних випадках 

вона є невідомою і потребує свого попереднього ви-

значення (оцінювання), як це, наприклад, описано в 

роботі [9]. 

Результати статистичного та спектрального 

аналізу сигналів серця та інформативні ознаки для 

комп’ютерної діагностики функціонального стану 

серця.

У багатьох експериментах по статистичному аналізу 

широкого класу кардіосигналів, підтверджено факт 

несуперечності нормальному закону розподілу сукуп-

ності синхронно зареєстрованих кардіосигналів, а 

саме, шляхом застосування 
2 - тесту, встановлено, 

що кардіосигнали із довірчою ймовірністю 0,95 (рі-

вень значимості дорівнює 0,05) не суперечать гіпотезі 

про нормальність їх розподілу. Факт нормальності 

розподілу кардіосигналів, вказує на достатність вико-

ристання статистичних оцінок перших двох момент-

них функцій досліджуваних кардіосигналів, а саме, їх 

математичних сподівань та кореляційних функцій.  

Наведемо приклад статистичного оцінювання ймо-

вірнісних та спектральних характеристик кардіосиг-

налів на основі поданих вище їх моделей та методів 

опрацювання. 

Як приклад, на рис. 1 подано результати статисти-

чного оцінювання математичних сподівань електро-

кардіосигналу в ІІ відведенні, які відповідають умов-

ній нормі та патології. 

 

    

 

Як приклад, на рис. 2 та 3, подано результати роз-

кладу у ряд Фур’є реалізації оцінок математичних 

сподівань електрокардіосигналу в ІІ відведенні, які 

відповідають умовній нормі та патології. 
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Рис.1. Графіки реалізацій оцінок математичних сподівань електрокардіосигналів в ІІ відведенні: а) діагноз: умовна нор-

ма; б) діагноз: нижній інфаркт міокарда 



    
а) б) 

 

    
а) б) 

 

Як видно із рис. 2 та 3, а також це підтверджується 

багатьма експериментами, має місце факт значної 

чутливості оцінки математичного сподівання та кое-

фіцієнтів її розкладу у ряд Фур’є, до зміни стану сер-

цево-судинної системи людини, що вказує на можли-

вість їх використання як діагностичних ознак в авто-

матизованих системах кардіодіагностики. 

З метою зменшення розмірності простору діагнос-

тичних ознак, при проведенні сумісного статистично-

го аналізу синхронно зареєстрованих кардіосигналів, 

як діагностичні ознаки пропонується використовувати 

коефіцієнти ортогональних розкладів статистичних 

оцінок взаємних кореляційних функцій компонент 

синхронно зареєстрованих кардіосигналів у двовимі-

рний тригонометричний ряд Фур’є. Так, реалізацію 

статистичної оцінки 

 )  )1 2 1 2 1 1 2 2( , ), 0, , 0,R t t t T t T 



   взаємної кореля-

ційної функції, можна розкласти у двовимірний ряд 

Фур’є у комплексній формі, а саме: 

 

 )  )
1 1 2 2

1 2
1 2 1 2

1 2

2 2
[ ]

1 2 , 1 1 2 2( , ) , 0, , 0,
i t n t n

T T
n n

n n

R t t c e t T t T

 

 

 +  

=− =−

=     , (10) 

 

де 1 1 2 2
1 2

2 2
[ ]

1 2, ,
i t n t n

T T
e n n

 
 +  

 
 

 
 

Z  - двовимірний триго-

нометричний ортогональний базис на області 

 )  )1 20, 0,T T ; множина  
1 2, 1 2, ,n nc n n Z  є множиною 

спектральних коефіцієнтів, які визначаються згідно із 

формулою: 

 

1 2 1 1 2 2
1 2

1 21 2

2 2
[ ]

, 1 2 1 2 1 2
1 2 0 0

1
( , ) , ,

T T i t n t n
T T

n nc R t t e dt dt n n
T T

 

 

−  + 

=  
   Z . (11) 

 

Коефіцієнти  
1 2, 1 2, ,n nc n n Z  загалом є комплекс-

ними, а саме, мають таке зображення:  

1 2 1 2 1 2, , , 1 2, ,n n n n n nc a i b n n= −  Z , (12) 

де множини коефіцієнтів  
1 2, 1 2, ,n na n n Z  та 

 
1 2, 1 2, ,n nb n n Z  є відповідно косинусним та синусним 

спектрами реалізації оцінки взаємної кореляційної 

функції 
1 2 1 2( , )R t t 


, які визначаються так: 
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Рис.2. Косинусний (а) та синусний (б) спектри реалізації оцінки математичного сподівання електрокардіосигналу в ІІ

 відведенні (діагноз: умовна норма) 

Рис.3. Косинусний (а) та синусний (б) спектри реалізації оцінки математичного сподівання електрокардіосигналу в ІІ

 відведенні (діагноз: нижній інфаркт міокарда) 



 
1 2

1 21 2 1 2, , 1 2 1 1 2 2 1 2 1 2
1 2 1 20 0

1 2 2
Re ( , ) cos , ,

T T

n n n na c R t t t n t n dt dt n n
T T T T

 
   

= =   +   
  

  Z
, (13) 

 
1 2

1 21 2 1 2, , 1 2 1 1 2 2 1 2 1 2
1 2 1 20 0

1 2 2
Im ( , ) sin , ,

T T

n n n nb c R t t t n t n dt dt n n
T T T T

 
   

= =   +   
  

  Z
. (14) 

 

На рис. 4-12, подано результати таких розкладів 

реалізації статистичних оцінок взаємних кореляцій-

них функцій компонент синхронно зареєстрованих 

кардіосигналів, зокрема синхронно зареєстрованих 

електрокардіосигналів в ІІ та V відведеннях, які від-

повідають умовній нормі та деяким патологіям. 
 

    

них кардіосигналів в ІІ та V відведеннях (діагноз: умовна норма) 

    

    

рованих кардіосигналів в ІІ та V відведеннях (діагноз: умовна норма) 
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 зареєстрованих кардіосигналів в ІІ та V відведеннях (діагноз: умовна норма) 

а) б) 

Рис.6. Апроксимація (а) та похибка апроксимації (б) реалізації оцінки взаємної кореляційної функції синхронно зареєст-

а)  б) 

Рис.4. Косинусний (а) та синусний (б) спектри реалізації оцінки взаємної кореляційної функції синхронно 

зареєстрова-

а) б) 

Рис.5. Перерізи косинусного (а) та синусного (б) спектрів реалізації оцінки взаємної кореляційної функції синхронно



    

них кардіосигналів в ІІ та V відведеннях (діагноз: гіпертрофія правого шлуночка та правого передсердя) 

    
а) б) 

Рис.8. Перерізи косинусного (а) та синусного (б) спектрів реалізації оцінки взаємної кореляційної функції синхронно 

зареєстрованих кардіосигналів в ІІ та V відведеннях (діагноз: гіпертрофія правого шлуночка та правого передсердя) 

    
а) б) 

Рис.9. Апроксимація (а) та похибка апроксимації (б) реалізації оцінки взаємної кореляційної функції синхронно зареєст-

рованих кардіосигналів в ІІ та V відведеннях (діагноз: гіпертрофія правого шлуночка та правого передсердя)  

    
а) б) 

Рис.10. Косинусний (а) та синусний (б) спектри реалізації оцінки взаємної кореляційної функції синхронно зареєстрова-

них кардіосигналів в ІІ та V відведеннях (діагноз: нижній інфаркт міокарда) 

52

Science and Education a New Dimension. Natural and Technical Sciences, VI(20), Issue: 172, 2018       www.seanewdim.com

а) б) 

Рис.7. Косинусний (а) та синусний (б) спектри реалізації оцінки взаємної кореляційної функції синхронно зареєстрова-



    
а) б) 

Рис.11. Перерізи косинусного (а) та синусного (б) спектрів реалізації оцінки взаємної кореляційної функції синхронно 

зареєстрованих кардіосигналів в ІІ та V відведеннях (діагноз: нижній інфаркт міокарда) 

 

    
а) б) 

Рис.12. Апроксимація (а) та похибка апроксимації (б) реалізації оцінки взаємної кореляційної функції синхронно зареєс-

трованих кардіосигналів в ІІ та V відведеннях (діагноз: нижній інфаркт міокарда) 
 

Як видно з рис. 4-12, а також це підтверджується 

багатьма іншими експериментами, має місце факт 

значної чутливості оцінки взаємної кореляційної фун-

кції та коефіцієнтів її розкладу у двовимірний ряд 

Фур’є, до зміни стану серцево-судинної системи лю-

дини, що вказує на можливість їх використання як 

діагностичних ознак в автоматизованих системах 

комплексної кардіодіагностики. 

За критерій вибору необхідних спектральних кое-

фіцієнтів розкладу реалізації оцінки математичного 

сподівання досліджуваного кардіосигналу у ряд Фур’є 

та реалізації оцінки взаємної кореляційної функції 

компонент СЗКС у двовимірний ряд Фур’є, вибрано 

енергетичний критерій, а саме, як діагностичні ознаки 

використовуються ті спектральні коефіцієнти 
____

, , 1,n na b n N
  

= 
  

 та 
1 2 1 2

______ ______

, , 1 1 2 2, , 1, , 1,n n n na b n N n N
  

= = 
  

, які 

згідно із нерівністю Бесселя, вносять вклад у енергію 

реалізації статистичної оцінки математичного споді-

вання кардіосигнлу та у енергію реалізації статистич-

ної оцінки взаємної кореляційної функції компонент 

синхронно зареєстрованих кардіосигналів не менше 

ніж 95%. 

Висновки. Застосування моделей та методів теорії 

циклічних випадкових функцій завдяки врахуванню 

стохастичності, синхронності, циклічності сигналів 

серця, мінливості часових інтервалів між однофазни-

ми значеннями в різних циклах кардіосигналу, а та-

кож внаслідок використання однотипних діагностич-

них ознак для різних класів кардіосигналів, уможли-

вило підвищення точності, достовірності та інформа-

тивності автоматизованої діагностики функціональ-

ного стану серця. Даний підхід до моделювання та 

опрацювання кардіосигналів дає змогу будувати узго-

джені між собою класи їх стохастичних моделей та 

відповідних методів аналізу, а саме, моделювати сиг-

нали серця в рамках теорії циклічних випадкових век-

торів та циклічних випадкових процесів. Застосуван-

ня векторів циклічних ритмічно пов’язаних випадко-

вих процесів дає змогу ефективно здійснювати суміс-

ний аналіз сукупності синхронно зареєстрованих кар-

діосигналів різної фізичної природи. Застосування 

циклічних випадкових процесів є слушним для моде-

лювання та аналізу окремих циклічних сигналів сер-

ця.  
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Математическое моделирование и методы обработки сигналов сердца на базе циклических случайных процессов и 

векторов 

С. А. Лупенко, А. C. Сверстюк, Н. Б. Стадник, А. М. Зозуля 

Аннотация. В работе рассмотрен подход к моделированию сигналов сердца электрической, магнитной и акустической (ме-

ханической) природы на основе моделей теории циклических случайных функций, а именно, с использованием циклическо-

го случайного процесса и вектора циклических ритмично связанных случайных процессов. Приведены структуры статисти-

ческих оценок вероятностных характеристик исследуемых сигналов сердца, а также результаты их спектрального анализа. 

Обоснованно информативные признаки в компьютерных системах функциональной диагностики состояния сердца на осно-

ве предложенных в работе их математических моделей и методов. 

Ключевые слова: сигналы сердца, математическое моделирование, методы обработки, циклические случайные функ-

ции, информативные признаки. 
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Mathematical modeling and methods for processing heart signals based on cyclic random processes and vectors 

S. A. Lupenko, A. S. Sverstiuk, N. B. Stadnyk, A. M. Zozulia 

Abstract. The paper considers the unified approach to the modeling and processing of heart signals of electrical, magnetic and 

acoustic (mechanical) nature based on the model of the theory of cyclic random functions, namely, using cyclic random process and 

vector of cyclic rhythmically related random processes. The structures of statistical estimations of probabilistic characteristics of the 

investigated heart signals, as well as the results of their spectral analysis, are presented. The informative signs in computer systems of 

functional diagnostics of the state of the heart based on the mathematical models and methods proposed in their work are 

substantiated. 


