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Анотація. Досліджено систему диференціальних рівнянь із запізненням на проміжку [0, L] із n повільними та m швидкими 

змінними. Запізнення в системі характеризується лінійно перетвореними аргументами у повільних і у швидких змінних. Для 

повільних і швидких змінних задано інтегральні умови. Процедура усереднення за швидкими змінними здійснена як у сис-

темі рівнянь, так і в інтегральних умовах. Доведено існування єдиного розв’язку задачі та отримано оцінку похибки методу 

усереднення, яка явно залежить від малого параметра. 

Ключові слова: лінійно перетворений аргумент, метод усереднення, малий параметр, резонанс, інтегральна умова, оці-

нка похибки. 

 

Вступ. Багаточастотні системи диференціальних рів-

нянь досліджувалися у працях В.І. Арнольда [1], 

Є.О. Гребенікова [2], М.М. Хапаєва [3], 

А.І. Нейштадта [4] та ін. Значний внесок у досліджен-

ня таких систем належить київській школі з неліній-

них коливань і відображено в працях 

М.М. Боголюбова і Ю.О. Митропольського [5], 

А.М. Самойленка [6, 7]. Зокрема, новий підхід у дос-

лідженні багаточастотних систем, які в процесі ево-

люції проходять через резонанс, висвітлено в працях 

А.М. Самойленка і Р.І. Петришина [7, 8]. 

Системи із m частотами і запізненням, яке зада-

ється лінійно перетвореними аргументами на [0, L] у 

резонансному випадку з інтегральними умовами 

досліджені у працях [9,10]. Такого типу рівняння 

застосовуються у багатьох задачах, наприклад, при 

моделюванні зміни величини струму під час прохо-

дження електровозом контактних опор [11]. 

Значна кількість праць присвячена задачам із не-

локальними умовами. У праці [12] досліджувалися 

властивості розв’язку скалярного диференціального 

рівняння другого порядку із сталим запізненням й 

інтегральною умовою 

( ) ( ) ( )
1

0

1 .u u t d t=   

Задачі з іншими інтегральними умовами вивчали-

ся в [13, 14] та ін. 

Постановка задачі. У даній роботі розглянуто m-

частотну систему диференціальних рівнянь із ліній-

но перетвореними аргументами вигляду 

 ( )Λ Θ, , ,
da

X a
d

 

=  (1) 

 
( )

( )Λ Θ     , , ,
d

Y a
d

 
 

 
= +  (2) 

де  0,  ,L   малий параметр ( 0 00,  ,  1,     

( ) ( )
i ia a   = , ( )1Λ ,  , p =  , 10   1p    , 

( ) ( )
j j    = , ( )1Θ ,  , q =  , 10   1q    . 

Вектор-функції X, Y і  достатньо гладкі за всіма 

аргументами при  0,  ,L   a D , D – обмежена 

замкнена опукла область в nR , ,  1m m R , 2-

періодичні за змінними .
j

  

Для системи рівнянь (1), (2) задано інтегральні 

умови 

 ( ) ( )
0

0 ( ),( )

L

a f A da  =   (3) 

 ( ) ( )Λ Θ

0

0   , , ,

L

h a d   =  (4) 

де вектор функція h того ж класу, що й X і Y, ( )A 

— матриця порядку n. 

Усереднена за швидкими змінними задача набу-

ває вигляду 

 ( )Λ, ,
da

X a
d



=  (5) 

 
( )

( )Λ     , ,
d

Y a
d

 


 
= +  (6) 

 ( ) ( )
0

0 ( ) ,

L

a f A a d 
 
 =
 
 
  (7) 

 ( ) ( )0 Λ

0

0   , .

L

h a d  =  (8) 

Отримана після усередненя задача значно прос-

тіша, ніж точна (1)−(4) , оскільки окремо 

розв’язується задача (5), (7). Якщо розв’язок 

( ): ; a a y= , (0; )a y y= ,  0, L   знайдено, то 

розв’язок ( ): ; , , ,y    =  ( )0; , , ,y   =  зна-

ходиться шляхом інтегрування. Задача полягає у 

знаходженні достатніх умов існування та єдиності 

розв’язку задачі (1)–(4) та отримання оцінки відхи-

лення розв’язків задач  точної й усередненої задач, 

яка явно залежить від малого параметра ε.  

Позначення. Введемо такі позначення: 

( ) ( ): ; a a y  = + , ( ) ( ) ( )
0

: ;

L

z a A a d  =   
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( )V  − визначник Вронського порядку mq, побу-

дований за системою функцій ( ) ( ) 1 ,  ,  q      . 

Відомо [10], що  

 ( ) ( ) 1 / 2,a a c   −     (9) 

якщо 

 ( ) ( )
1

1 1 12 ,  exp .с c L p  
−

 =   (10) 

Також виконується оцінка 

 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

 2

; , , ; , , :

: ; , , ;

; , , ; , ,  

, 0,  ,

y y

a y a y

y y

c L

       

   

       

 

− =

= − +

+ − 

 

 (11) 

де ( ) 1 2

1

0, , 0   cmq   
−

=    і не залежить від . 

Така ж оцінка правильна і для похідних за початко-

вими значеннями y і  [10]. 

Нехай І – одинична матриця порядку n, 

( )
( )

( )
( )

0

, 
: ,

L
f z a y

P y I A d
z y


 

 
= −

   

( ) ( )( )
1

: , .

q

k k  



     
=

=  

Резонанс в системі (1), (2) у точці  задається 

умовою 

( ) 0, 0.k k  =   

Центральною умовою в обґрунтуванні методу 

усереднення є умова “незастрягання” системи в 

малому околі резонансів і зводиться до накладання 

деяких умов на вектор частот. 

Існування єдиного розв’язку та обґрунтування 

методу усереднення. 

Терема. Нехай виконуються такі умови: 

1) ( ) ( )  
Λ Θ

2,2, 2
1,  ,

, ,   ,  ,  0, ;
mq p mq

a
X Y g C G G L D R

 
+

 =    

2)  1 0, ;mqC L −  

3) визначник Вронського ( )V   відмінний від нуля 

на [0, L]; 

4) існує єдиний розв’язок усередненої задачі (5)–

(8), компонента ( ); a y  якого належить області D із 

деяким -околом; 

5) матриця ( )P y  невироджена і ( )1
2 ;P y −   

6)   ( )2
10,  ,   ,ijA C L f C G  3;

f

z







4 ,   , 1, .   
i j

f
i j n

z z



 =

 
 

Тоді для кожного досить малого (*
00,  ,    існує 

єдиний розв’язок задачі (1)–(4) і виконується оцінка 

( ) ( )  12; , , ; , , ,  0, .y y c L         −     

Доведення. Нехай ( )( )1/

2 1 2  min ,  / 2 .c


    =  

Тоді в класі  1 0,C L  існує єдиний розв’язок задачі 

(1)–(4) із початковими умовами 

( ) ( ), : , y y  = + + , визначений при  0, L   і 

справджується оцінка [9] 

 
( ) ( )

2

; , , ; , ,

/ 2.

y y

c 

           



+ + − + + 


 (12) 

Покажемо, що цей розв’язок задовольняє для 

3   інтегральну умову (3). 

Із умов (1), (5) теореми маємо 

( ) ( )

( )
( )

( )
( ) ( )1 , , ,

f z f z

f z f z
z z z z R

z z



  

= − =

 
= − + − +
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( )( )
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0

2

0

; ,

L

L

z z A a a d

a
A y d R

y

 
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− = − =


= +







 

де 

( ) ( ) ( )
( )

( )1 , , ,
f z

R f z f z z z
z

  


= − − −


 

( ) ( )
( )

2

0

;
[ ] .

L
a y

R A a a d
y


  


= − −

  

Оскільки матриця ( )P y  невироджена, то 

( )

( )
( )

( )( ) ( )

1

1
2 1

Φ , , :

: , , .
f z

P y z z R R
z

   

   −

= =

 
= − + + 

  

 

На підставі оцінок для розкладів вектор-функцій 

із монографії [2], одержимо 

( )
22

22 4 54
1 .

2 2

nn
R z z a a a a

 
 −  − + −  

Тоді на підставі (9) і (12) одержимо 

( ) ( )22 2
1 3 2 1 2 1

2
3 4 5

, , 4 4 ,

  8.

R c c c c c

c n

       

 

 + +

=

 

Аналогічно одержимо 

( )
2

2 3 4 4,  0.R c c const   =   

Нехай 

( )5 2 2 3 5 5 3 2 3,, min , , c c c         =   =  

( ) ( ) ( )
11 12

3 1 5 5 2 3 2 1 2 3min 2 4 ,   32 .,c c c c c c c c  
−− − 

=  
 

 

Тоді 

( )1 2 2 3 5

2 2
2 3 1 2 3

22
4 3 4 1 3 5

Φ , , 0.5

2 8

2( 4 )  ] .

[c

c c c c c

c c c c



 



      

  

   

 +

+ + +

+ + 

 

Отже, 1 1 1Φ : ,S S→ де  1 5: .S c   =   

Покажемо, що відображення 1Φ  – стискаюче. 

Маємо, 

( )
( )

( )
( ) ( )211 1Φ

.
f z f z R R

P y z z
z z



   

−      
= − + + 

       
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Оскільки ( ) ( )2 1,   , 
R R

O O   
 

 
= = +

 
то 

( )1
2 2 3 1 3 7

Φ 1
/ 2

2
c c c       



   + + + 
 

, 

якщо 

( )( )3 2 2 3 5 14 3 7 .min , 2 1
mq

c c c c   
−


  = + + +   

 

Отже, для кожного  і  існує єдина нерухома то-

чка  відображення 1Φ , таке що 5 .c    

Розглянемо інтегральні умови (4) і (8). Маємо 

( ) ( )( ) ( )( )

2

Λ Θ 0 Λ

0

( ( ), ) :

: , , ,

L

g a g a d

   

      

=  =

 = − =
 

 

( )( ) ( )Λ

0 10

, ,

L q

k

k

g a exp i d
 



    

 =

 
 = +
  

   

( )( ) ( )( )0 Λ 0 Λ

0

, ,

L

g a g a d     + − +
   

( )( ) ( )( )0 Λ 0 Λ 3 4 5

0

, , .

L

g a g a R R R    + − = + +
   

Із гладкості вектор-функції g  за змінними 

,  ,  1,a p


  = , до другого порядку і за змінними 

,  1,q


  =  до порядку mq+2 для осциляційних інте-

гралів 

( )

( )( ) ( )Λ 1 1

0 0

; , ,

, ; , ,

k

s

k

I y

i
g s a s y exp s ds ds





  
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

=

 
 =
 
 

 
 

для 5   правильні оцінки [9] 

 

( )

( )( )

( )( )

6 Λ
,

Λ

,

, , ,

1
1 sup , , , ,

, , , ,1
 sup ],

[( )

k

k

k

I y

g s a s y

g s a s y

s



 

 

  

   


 





 + +


+



 (13) 

де 

1

: .

q

k k 






=

=  

На підставі оцінки (13) й аналогічної оцінки для 

похідної ( ), , ,kI y   за змінними    одержимо 

 ( )3 8 5, ., ,  R c         (14) 

Застосувавши оцінку (12), отримаємо 

 

( )

( ) ( ) ( )

2

1

1 0

2 1 5

, ,

   / 2.

j j

Lp

R

A a a d

c

 





  

    

  

=



 − 



  (15) 

На підставі оцінки (9) маємо 

 3 1 1 5 1 5 1 5 ,R c c c         (16) 

якщо ( )2 632 .
mq

c  
−

=  

Отже, 

( )
( )1 5 2 1 5

2 8 9

2
Φ ( ), : .

2

c c c
c c  

    
 +

 + =  
 

 

Для m R  такого, що 9c
   маємо

2 2 2 Φ : , S S→  2 9:S c   =  . 

Розглянемо матричну функцію 

( )
( ) ( )2

3 2

Φ ( ),
, , , , .R R

  
     

  

  
= +

  
 

Із оцінки похідної по   осциляційного інтеграла 

й відхилення розв’язків 

( ) ( ), , , , , ,a y a y         + + − + +  одержимо 

( )2
10 1 1 5 11

Φ ( ),
: .c c c    

    



 + =


 

Отже, ( )( )*
5 6 114min , ,  , 2

mq
c    

−
  =  на підс-

таві теореми про стискаючі відображення [15] існує 

єдине значення ( ),   таке, що 5 9, c c       

для якого задовольняються умови (2) і (3), тобто 

існує єдиний розв’язок задачі (1)-(4). 

Відповідна оцінка для похибки методу усеред-

нення випливає із такої нерівності 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2 1 12

, , , , , ,

, , , , , ,

  , , , , , ,

1
:

2

y y

y y

y y

c c c  

       

       

       

  

− 

 − +

+ − 

 + =

 

Теорему доведено. 

Приклад. Розглянемо одночастотну систему з 

одним лінійно перетвореним аргументом 

( ) ( )1 2 1 2

1
cos ,   .

da d
b b k l d d

d d



  

  
= + + = +  

де 0 ,  / ,k l k l  − = −  b  i d  – додатні числа, 

1,2. =  

Інтегральні умови мають вигляд 

( ) ( )
0

0 ,

L

a A a d =   

( ) ( )
0

0   cos ,

L

k l d    = +  

де сталі 0,  0, 1  0.A L   −   

Резонанс досягається при 0 = , оскільки 

( ) ( )2
2kl d k l   = + . Визначник Вронського 

( ) ( )1 2 1 0V d d = −  , тобто умова 3 теореми вико-

нується, як і 1,2 та 4. 

Розв’язки точної задачі і відповідної їй усередне-

ної задачі 
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( ) ( )1

0

,   0 ,

L
da

b a A a d
d

 

= =   

( ) ( )1 2

1
,  0 0,

d
d d

d


 

 
= + =  

набувають вигляду 

( ) ( )
2

1 2

0

, , , cos ,

T
c

a y b b k l d


       


 
= + + + + +  

 
  

( ) ( )
2

1 2

0

, , cos ,

T
d d c

k l d
 

      
 

 +
= + + + +  

 
  

( ) ( ) 1 2
1 ,  , ,

d d
a y b


    



+
= + =  

де 
( )

2
21

2, ( ) 2.
2 1

Ab L
y c d k l

AL
= = +

−
 

Початкове значення знаходиться із рівняння 

( ) ( )
1 2

2

0

cos :Φ .
c

k l d


    


 
= + + =  

 
  

Якщо  

( )( )22
0 / 8 ,c k l   = +  

то з асимптотики інтеграла Френеля [16] випливає, 

що виконується умова стиску відображення 2Φ , 

тобто існує єдина нерухома точка з відображення

2 2 2 Φ :S S→ . Тут 

 2 1 1  : ,   / 2 .S c c c    =  =  

Значення набуває вигляду  

( ) ( )
1 2

1

0

: Φ cos .
1

A c
k l d

AL


   



 
= = + +  −  

  

З асимптотики інтеграла Френеля випливає, що 

при 0 =  

( ) ( ) 2, , , ,a a c     −   

( ) ( ) 1, , , ,c       −   

де 2 2 .
12

A
c b

ALc

  
= + 

 − 

 

Зауважимо, що для одночастотної системи без запі-

знення оцінка похибки має порядок , при   0 → . 

Висновки. Для спрощення m-частотної системи 

диференціальних рівнянь із лінійно перетвореними 

аргументами й нелінійними інтегральними умовами 

застосовано процедуру усереднення за швидкими 

змінними. Доведено існування єдиного розв’язку 

точної задачі. Одержано оцінку похибки методу 

усереднення, яка явно залежить від малого парамет-

ра та кількості швидких змінних і лінійно перетво-

рених аргументів у них. Побудовано приклад одно-

частотної системи з інтегральними умовами, на 

якому проілюстровано отриманий результат. 
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Investigation of a system with linearly transformed arguments and nonlinear integral conditions 

I. D. Skutar 

Abstract. The system of differential equations with delay on the interval [0, L] with n slow and m fast variables is investigated. The 

delay in the system is characterized by linearly transformed arguments in slow and fast variables. Integral conditions are given for 

slow and fast variables. The procedure of averaging over fast variables is carried out both in the system of equations and in integral 

conditions. The existence of a unique solution to the problem is proved and the accuracy of the averaging method is estimated, which 

obviously depends on the small parameter. 


