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Анотація. Отримана консистентна оцінка параметра Хюрста дробового броунівського поля за спостереженнями з адитив-

ними похибками на дискретній множині точок. Наведені достатні умови сильної консистентності цієї оцінки та побудовані 

довірчі інтервали. 
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називається випадковим процесом дробового броу-

нівського руху (ДБР) з параметром Хюрста 

( )0,1 .H  Цей випадковий процес застосовують у су-

часних моделях гідрології, метеорології, фінансової і 

страхової математики та інших галузей науки і техні-

ки. Одним із узагальнень ДБР є гауссове випадкове 

поле з нульовим математичним сподіванням і коварі-

аційною функцією 

 
де параметр Хюрста ,  − евклідова норма у 

. Це випадкове поле назвемо дробовим броунівсь-

ким полем (ДБП).  

У сучасних застосуваннях теорії випадкових про-

цесів та полів виникають задачі оцінювання за спо-

стереженнями з похибками. Так, наприклад, у моног-

рафії [1] розглядаються застосування моделей регресії 

з похибками вимірювання до оцінювання радіаційних 

ризиків.  

2. Короткий огляд публікацій по темі. У статті [2] 

за допомогою бакстерівських сум побудована консис-

тентна оцінка параметра Хюрста ДБП та знайдені 

довірчі інтервали. Оцінювання параметра Хюрста 

ДБР за спостереженнями з похибками досліджувалося 

у статтях [3, 4]. При цьому у статті [3] отримана оцін-

ка параметра Хюрста ДБР за спостереженнями з по-

хибками вимірювань на обмеженому проміжку, а у 

статті [3] – за спостереженнями з похибками вимірю-

вань на необмеженому проміжку, що дозволило 

отримати консистентність побудованої оцінки.  

3. Мета роботи. Нехай  – ДБП з 

параметром Хюрста , тобто гауссове випадкове поле 

з нульовим математичним сподіванням та коваріацій-

ною функцією (1);  де додатне число 

. Випадкове поле спостерігається у 

точках  що лежать на промені 

 у . При цьому значення ДБП у цих 

точках вимірюється з похибками  Відносно 

похибок зробимо такі припущення: 

1.)  – послідовність незалежних однаково 

розподілених гауссових випадкових величин з нульо-

вим математичним сподіванням та відомою дисперсі-

єю ; 

2.) Послідовність випадкових величин  і 

ДБП  незалежні. 

Мета роботи – за спостереженнями випадкових ве-

личин 
( ), , 0k k H H kX ka k  = = + 

 побудувати консисте-

нтну оцінку параметра Хюрста  

4. Методи дослідження. У цій роботі використову-

ються методи теорії ймовірностей та математичної 

статистики, математичного аналізу, теорії гауссових 

випадкових функцій, а також методика оцінювання 

параметра Хюрста ДБР за спостереженнями з похиб-

ками на необмеженому проміжку, розвинута у статтях 

[3, 4]. 

5. Результати та їх обговорення.  

Покладемо   

 
Обчислимо математичне сподівання випадкової ве-

личини . Маємо 

 

 

Таким чином,  Покладемо 

 

При функція спадна з множиною зна-

чень , а при  – зростаю-

ча з множиною значень . Далі розг-

лянемо випадок . Обернена функція до функції 

має вигляд 

 
з множиною визначення . 

Покладемо
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(3) 

Теорема 1. Для довільного значення параметра 

Хюрста  має місце збіжність  

за ймовірністю при . 

Доведення. Доведемо, що для довільного  

 
що означає збіжність послідовності  до у се-

редньому квадратичному, а отже і за ймовірністю. 

Оскільки , то 

 Далі, 

 

Внаслідок загальної формули для моментів випад-

кових величин, що мають сумісний гауссовий розпо-

діл з нульовим середнім значенням [5], отримуємо 

рівність 

 
звідки випливає, що 

 
Внаслідок другого припущення, математичне спо-

дівання 

 

 
Перший та другий доданки у правій частині рівнос-

ті (6) позначимо  та  відповідно. 

За допомогою формули (1) знаходимо 

 
Оскільки (  – послідовність незалежних ви-

падкових величин з нульовим середнім та дисперсією 

, то 

 
(8) 

Таким чином, 

 
Внаслідок рівностей (7), (8), 

 
Покладемо 

 

 
так, що 

 
Очевидно, для довільного  

 (9) 

Далі,  

 
Із рівності (7) слідує, що 

 
Вираз  є приростом дру-

гого порядку функції  на відрізку 

 , звідки 

де  

 Оскільки  та  

при  , то  

Із останньої рівності, внаслідок теореми Штольца, 

 

Із рівності (11) та подвійної нерівності (10) випли-

ває, що  при  

Отже, для довільного  дисперсія 

 Теорема доведена. 

Теорема 2. Нехай  така зростаюча послідо-

вність, що для довільного  ряд  збіж-

ний. Тоді для довільного  послідовність 

 з ймовірністю одиниця при  

Доведення. Із відношення підпорядкованості (9) 

випливає, що для довільного  ряд  

збіжний. Повернемося до подвійної нерівності (10). Із 

рівності (7) випливає, що 

 
де  Тому 

 
Із цієї нерівності та нерівності (10) випливає, що 

 
Із цих відношень підпорядкованості слідує, що для 

довільного  ряд збіжний. Отже, для 

довільного  ряд із дисперсій 

 збіжний, що є достатньою 

умовою для збіжності з ймовірністю одини-

ця при  Теорема доведена. 

Теорема 3. Статистика  є консисте-

нтною оцінкою параметра Хюрста  ДБП. При цьому 

статистика  – cтрого консистентна 

оцінка цього параметра. 

Доведення. Функція  неперервна на . Тому із 

збіжності  за ймовірністю випливає, що 
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 за ймовірністю при  Для 

довільного  ряд  збіжний. Тому друге 

твердження випливає із теореми 2. Теорема доведена. 

 Однією з переваг застосованого підходу до оціню-

вання параметра Хюрста є в можливість побудови 

довірчих областей без застосування граничних тео-

рем. Побудуємо довірчий інтервал для параметра 

Хюрста ДБП. Нехай  заданий рівень довіри. Вна-

слідок нерівності Чебишова, для довільного  , 

 
Для оцінки зверху дисперсії  оцінимо зверху 

величини та , визначені у доведенні теореми 1. 

Величина  із застосуванням нерівності 

 оцінюється зразу для всіх 

: 

 

 
де  

Оцінка (12) величини  як функція параметра 

 прямує до  при . Тому зафіксуємо 

 i зробимо припущення, що . Із 

нерівності (12) випливає, що для довільного  

 
Через  позначимо праву частину останньої 

нерівності. Отже,  

 

Покладемо  Тоді 

 
 Таким чи-

ном, з ймовірністю не меншою ніж , параметр 

Хюрста  належить інтервалу 

 
6. Висновки. За спостереженнями з адитивними 

похибками звуження ДБП на необмежений проміжок 

побудована консистентна оцінка параметра Хюрста 

цього поля. Застосований підхід до оцінювання пара-

метра Хюрста дозволив побудувати довірчі інтервали 

без застосування граничних теорем. 
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Estimation of the Hurst parameter of fractional Brownian fields by observations with errors 

N. S. Aiubova, O. O. Kurchenko  

Abstract. A consistent estimation of the Hurst parameter of a fractional Brownian field is obtained for observations with additive 

errors on a discrete set of points. Sufficient conditions for strong consistency of this estimation are listed and confidence intervals are 

constructed. 


