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Анотація. У роботі проведено дослідження динаміки транспортного роботу при поворотах. Розглянуто модель з чотирьохколі-

сною компоновкою шасі: повнопривідну та переднепривідну. На етапі динамічного моделювання розглянуто сили і моменти, 

які діють на окреме колесо. Складено математичну модель керованого руху транспортного робота. Здійснено математичне 

моделювання керованого руху транспортного робота при поворотах. На етапі імітаційного моделювання розглянуто моделі 

транспортного роботу створені на базі Lego Midstorms. 
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Транспортний робот, як об’єкт керування, це – багато-

канальна, багатозв’язна, суттєво нелінійна динамічна 

система. Дослідженнями динаміки й керування транс-

портними роботами займалися С.Ф. Бурдаков, І.В. Ми-

рошник, Є.І. Юревич, Ю.Г. Мартиненко, Б.В. Топчиєв 

та інші. Врахування нелінійності та багатозв’язність 

системи керування здійснено лише для часткових рі-

шень.  

Синтез закону керування плоским рухом транспорт-

ного робота з чотирьохколісним шасі, є типовою зада-

чею для робототехнічних систем на колісній платфор-

мі. Відомо декілька методів для стабілізації руху 

вздовж заданої траєкторії. Е. Лаумонд у [1], Б. Сицилі-

ано та О. Хотіб у [2] пропонують перетворення систе-

ми с заміною координат і перетворення виходів до ла-

нцюгових форм. У [3] С.Б. Ткачев здійснює перетво-

рення системи до нормальної форми з подальшим ди-

ференціюванням по новій незалежній змінній [4, 5]. 

А.Н. Канатніков і Т.С. Касаткина у [6], Б. Сициліано та 

О. Хотіб у [2] пропонують перетворити модель віднос-

но шляхових координат, які добре фіксують відхилен-

ня від заданої траєкторії.  

Існує особливий клас робототехнічних засобів оріє-

нтованих на освітні цілі, це різноманітні рухливі плат-

форми, набори механічних і (або) електронних компо-

нентів, конструктори роботів. Проведений аналіз огля-

дів різних платформ і конструкторів дозволяє виділити 

конструктор Lego Mindstorms [7], який охоплює основ-

ні розділи робототехніки: механіку, електроніку і про-

грамування. Застосування сторонніх середовищ для 

розробки алгоритмів керування роботом Lego 

Mindstorms дає можливість істотно підвищити склад-

ність розв'язуваних завдань [8], це обумовлює їхнє ви-

користання інженером – дослідником. 

Для автономного робота з адаптивною системою ке-

рування, який діє у наперед не визначених умовах зов-

нішнього середовища, рушійна система та алгоритми 

керування мають бути відпрацьовані на моделі. При 

проектуванні автономного робота економічно доцільно 

проводити не лише математичне, але й імітаційне мо-

делювання.  

Таким чином, дослідження динаміки транспортного 

робота методами математичного та імітаційного моде-

лювання є актуальною науково-прикладною задачею. 

Мета дослідження полягає у підвищенні ефектив-

ності використання автономного транспортного робо-

та, який діє у наперед не визначених умовах зовніш-

нього середовища.  

Об’єкт дослідження: транспортний робот, тобто 

керований колісний візок, оснащений нерухомими 

пристроями (камера, мікрофон, дозиметр і т. ін.). Сис-

тема керування дозволяє рухатися у обмеженому прос-

торі (робочій зоні) за заданою траєкторією з викорис-

танням GPS навігації або орієнтуванням по карті чи 

маякам. В межах робочої зони можливі перешкоди, які 

мають бути подолані з найменшим відхиленням від 

заданого маршруту. 

Методи дослідження: сформульовані в роботі ви-

сновки, наукові припущення й рекомендації базуються 

на фундаментальних положеннях теоретичної механі-

ки, теорії диференціальних рівнянь й теорії керування. 

Динамічне моделювання.  

Сили й моменти, що діють на колесо моделі робота. 

Перш ніж перейти до аналізу руху моделі робота розг-

лянемо рівняння руху окремого навантаженого колеса. 

Припустимо, що до приводного колеса прикладений 

обертальний момент Мк (рис.1, а), зовнішніми силами 

стосовно колеса є вага колеса Рк, нормальна реакція 

дороги Nк, сила тертя Тк, зовнішній момент М, момент 

тертя катання Мтк. Розглянемо випадок, коли Nк  Рк. 

Направимо вісь Х уздовж горизонтального шляху. 

Складемо диференціальні рівняння руху колеса за умо-

ви, що Nк= Рк, Yк=0:  

,
,

,

кк

кккк

ккк

NkММ
МrТJ

Тхm

−=
−=

=







                 (1) 

де кr  – радіус колеса, k  – коефіцієнт опору кочен-

ню, к  – кутова швидкість колеса, кm  – маса колеса, 

J – сумарний момент інерції колеса, 

КТК NkM = . 
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Рис. 1. 

 

Момент Мк створюється електродвигуном, який пе-

редає обертання колесу через редуктор з передатним 

співвідношенням  (<1),  

gк JJJ
~

+= , 

де 
2

2
кк

к

rm
J


=  – момент інерції колеса, 

2

~


=

g

g

J
J  – мо-

мент інерції ротора електродвигуна, наведений до ко-

леса. 

Якщо колесо котиться без ковзання, крапка торкан-

ня колеса з дорогою є миттєвим центром швидкостей у 

русі колеса. Тому швидкість центра колеса кx  є обер-

тальною швидкістю навколо миттєвого центра швид-

костей, маємо: 

,ккк rТ −=  а .ккк rх −=           (2) 

З огляду на (2) з (1) знаходимо Тк і кx : 
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к  визначається інтегруванням (1) або (2). 

Для того, щоб колесо рухалось без ковзання, має ви-

конуватись умова Тк  f Рк, де f – коефіцієнт тертя між 

колесом і дорогою; якщо Тк  f Рк буде спостерігатися 

буксування колеса. 

Розглянемо випадок, коли до осі колеса прикладена 

сила F (рис. 1, б). Диференціальне рівняння руху в 

цьому випадку має вигляд: 

.

,
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Швидкість кx , як і в попередньому випадку, повин-

на бути обертальною швидкістю навколо миттєвого 

центра швидкостей ., кккккк rхrх −=−=   

Виразимо із рівнянь к  і знаходимо к
iТ : 

2
кк

ккТК
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Для відсутності ковзання необхідно, щоб 

ккк
i rxТ   . 

Розглянемо випадок, коли до колеса прикладені си-

ли й моменти (рис. 1, в). У цьому випадку рівняння 

руху мають вигляд: 
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Роблячи перетворення, наведені вище, одержимо 

формулу для обчислення кх : 
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Відзначимо фізичні основи цієї моделі. Коли колесо 

є приналежністю моделі робота, сила F характеризує 

вплив моделі робота на окреме колесо F= Тср-Ткi, де 

Тср – середня рушійна сила колеса  


=

=
4

1 4i

Ткi
Тср . 

Динаміка поступального руху моделі робота. З огля-

ду на вищевикладене, наведемо формули, що визнача-

ють поступальний рух моделі робота. У випадку, коли 

модель – повнопривідна, тобто сили й моменти, які 

діють на кожне колесо однакові (рис. 2.), рівняння руху 

моделі робота мають вигляд: 
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Рис. 2. 

На малюнку позначено 
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бота, T  – сумарна сила тертя коліс: .
4
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Рівняння ланцюга статора двигуна 

,ggСТСТ
СТ

СТ UСJR
dt

Jd
L =++ 

 

де СТL –індуктивність обмотки статора, СТR –опір об-

мотки статора, СТJ –струм обмотки статора, g –

кутова швидкість обертання ротора. 

Основні кінематичні співвідношення при пово-

роті. 

Рух моделі робота по криволінійній траєкторії є пло-

скопаралельним рухом твердого тіла, яке можна розг-

лядати в кожний момент часу як обертання навколо 

миттєвого центра швидкостей (МЦШ). 

При реалізації такого обертання без проковзування 

коліс необхідна рівність кутових швидкостей крапок А, 

В, С, Д і О (рис. 3) навколо  МЦШ (крапка М). 
 

 
Рис. 3. 

 

Використовуючи ці співвідношення, визначимо 

співвідношення лінійних швидкостей крапок А, В, С, D 

и О: 
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Якщо відома швидкість і радіус обертання будь-якої 

із зазначених крапок, інші легко визначаються з ураху-

ванням геометричних співвідношень: 

BDAC
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A

A ctgFRctgFR
Sin

F
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F
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
=


= ,,,

, 

де BA  ,  – кути повороту передніх привідних 

коліс, які задають радіуси обертання крапок А, В, С, D 

моделі робота.  

На етапі математичного моделювання досліджен-

ня керованого руху транспортного робота при поворо-

тах здійснено у середовищі Mathcad. Рух моделі робота 

по криволінійній траєкторії уважаємо плоскопаралле-

льним рухом твердого тіла, яке можна розглядати в 

кожний момент часу як обертання навколо миттєвого 

центра швидкостей.  

На етапі імітаційного моделювання проводилися 

експериментальні дослідження поворотів моделей тра-

нспортного роботу на базі Lego Midstorms з чотирьох-

колісною компоновкою шасі: повнопривідною та пе-

реднепривідною з опорними роликами (рис. 4). 
 

 

  
Рис. 4. 

 

Дослідження динаміки моделі транспортного робота 

при поворотах проводилося за умов однакових масо-

габаритних параметрах моделей. Критерієм оцінки 

обрано мінімальний радіус повороту моделі робота та 

співвідношення 

A
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D
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V

V

V

V

V

V

V

V
,,,  в залежності від 

радіуса повороту CR . За умови стійкості моделі на 

поворотах задано граничні кути: 
A =49, B =36. 

Тоді мінімальні радіуси обертання крапок А, В, С, D 

обумовлені мінімальним радіусом повороту моделі 

робота, становлять:  

для повнопривідної компоновки шасі 

RA min= 6,62 см, RB min= 8,50 см, RC min= 4,35см,  RD min= 

6,88 см; 

для переднепривідної компоновки з опорними роли-

ками 

RA min= 2,65 см, RB min= 3,40 см, RC min= 1,75 см,  RD min= 

2,75 см. 

У табл.1 представлені результати розрахунку спів-

відношень швидкостей для повнопривідної компонов-

ки шасі в залежності від радіуса CR  при повороті мо-

делі транспортного робота. 

 

Таблиця 1. Результати розрахунку співвідношень 

швидкостей для повнопривідної компоновки шасі 

CR , см 4 5 6 7 8 

CA VV  1,7 1,2 1,1 1,05 1,02 

DB VV  1,25 1,15 1,08 1,03 1,01 

CD VV  1,9 1,47 1,31 1,24 1,2 

AB VV  1,37 1,29 1,26 1,21 1,2 

 

З таблиці видно, що при мінімальному радіусі CR  

швидкості VA, VB, VC, VD розрізняються досить значно, 

так початкові величини 
37,1,9,1 ==

A
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V

V

V

V , але при 

збільшенні радіуса повороту CR  ці співвідношення 

зменшуються й прагнуть до 1,2.  
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Таким чином, для забезпечення ідеальних кінемати-

чних співвідношень, що дозволяють проводити пово-

рот моделі робота без пригальмовування коліс, необ-

хідне завдання командних сигналів, що відповідають 

різним швидкостям крапок А, В, С, D. Цього можна 

досягти при повнопривідній компоновці з програмним 

керуванням кутовою швидкістю кожного колеса.  

У зв'язку із труднощами реалізації цього завдання 

доводиться йти на усереднення зазначених співвідно-

шень із відомим неповним виконанням вимог кінема-

тики, що приведе до деяких втрат енергетики при по-

воротах на радіусах близьких до мінімального.  

Наведені дані підтверджують ефективність викорис-

тання для моделі транспортного робота шасі з двома 

приводними колесами та опорними роликами. Запро-

понована конструкція відрізняється від чотирьохколіс-

них шасі високою маневреністю (здатність виконувати 

поворот на місці), а від триколісних шасі – високою 

прохідністю. 
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Динамика модели транспортного робота при поворотах 

Н. С. Ащепкова, С. С. Капера, С. А. Ащепков  

Аннотация. В работе представлены результаты исследования динамики транспортного робота при поворотах. Рассмотрена 

модель с чотирёхколёсной компановкой шасси: полноприводную и переднеприводную. На этапе динамического моделирова-

ния рассмотрены силы и моменты, действующие на отдельное колесо. Составлена математическая модель управляемого дви-

жения транспортного робота. Осуществлено математическое моделирование управляемого движения транспортного робота 

при поворотах. На этапе имитационного моделирования рассмотрены модели транспортного робота созданные на базе Lego 

Midstorms. 

 

Dynamics of transport robot model during the turns 

N. S. Ashchepkova, S. A. Ashchepkov, S. S. Kapera 

Abstract. In the article the research of the transport robot dynamics at the turns is done. A model with a four-wheeled chassis arrange-

ment is considered: all-wheel drive and front-wheel drive. At the stage of dynamic modeling, the forces and moments that operate on a 

separate wheel are considered. A mathematical model of controlled traffic of a transport robot is made. The mathematical modeling of 

the controlled traffic of a robot with turns is made. At the simulation modeling stage, the transport robot models created on the basis of 

Lego Midstorms NXT are considered. 
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