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Аннотация. На основе вероятностной модели процесса измельчения и агломерации получена зависимость коэффициента 

агрегирования (агломерации) от значений удельной поверхности и времени измельчения. По экспериментальным результа-

там проведена статистическая обработка данных, указана зависимость коэффициента агрегирования для конкретных мате-

риалов. По данным исследований указаны материалы, для которых характерна быстрая или медленная агломерация мелких 

частиц.  
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Введение. Кинетика агломерации (агрегации, коагу-

ляции) подробно рассмотрена в [2]. В вибрационных 

мельницах слипание двух частиц происходит при их 

столкновении, но не каждое столкновение приводит к 

образованию устойчивого агрегата (объёмное взаи-

модействие). Устойчивый агрегат, как правило, ха-

рактеризуется молекулярно-плотным агрегированием 

частиц материала.  

С возрастанием значений удельной поверхности 

( )=S S t  (степени дисперсности частиц) измельчае-

мого материала возрастает и доля энергии расходуе-

мой на пластическую деформацию, в результате чего 

точечные контакты переходят в контакты по поверх-

ности и прочность агрегатов возрастает. Слипание 

двух частиц происходит только в зоне их столкнове-

ния. Таким образом, число столкновений между ча-

стицами обрабатываемого материала имеет основное 

значение для агломерации. Однако эффективность 

столкновений частиц при соударении определяется 

свойствами поверхностей, обрабатываемых материа-

лов, параметрами вибрационного воздействия (удар-

ное или истирающее) и типом измельчения «сухой» 

или «мокрый» помол.  

 Процессы, протекающие при вибрационном из-

мельчении и агломерации материалов, соответствуют 

двум типам [2]: быстрой агломерации мелких частиц 

на основе броуновского движения; медленной агло-

мерации мелких включений, когда эффективной явля-

ется только лишь часть столкновений за счет влияния 

энергетического барьера. Движение включений под 

воздействием турбулентных пульсаций и агломерация 

крупных включений вследствие их гидродинамиче-

ского взаимодействия в вибрационных мельницах 

отсутствуют. В соответствии с этим выделим в зоне 

устойчивого образования агрегатов зону медленной 

агломерации (агрегации) и быстрой агломерации.  

Рассматривая процессы измельчения и агломе-

рации (агрегирование измельчаемых частиц) раз-

личных материалов в вибрационных мельницах с 

позиций случайных Марковских процессов [1,3,4,6] 

покажем возможность определения коэффициента 

агломерации на основе экспериментальных данных.  

Математическая модель. Аналогично [3] счита-

ем, что процесс измельчения и агрегирования из-

мельчаемых частиц соответствует неоднородному 

Марковскому процессу рождения и описывается 

уравнением
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где  – коэффициент пропорциональности для ин-

тенсивности неоднородного Марковского процесса;

  – параметр, определяющий долю частиц, находя-

щихся в зоне воздействия рабочих органов;  – ко-

эффициент интенсивности агрегирования; 
10 ,t t – вре-

мя начала и окончания этапа агрегирования; 
0 1,S S – 

удельная поверхность в моменты времени 
10 ,t t , опре-

деляются из эксперимента.
 
 

 Для идентификации коэффициента   (коэффици-

ент агрегирования) следует из эксперимента опреде-

лить время начала второго этапа агрегирования. 

Началом этапа агрегирования будем считать первую 

точку перегиба кривой ( )=S S t .Согласно результа-

там [3] коэффициент агрегирования  следует счи-

тать не постоянной величиной, а функцией от време-

ни и удельной поверхности ( , )t S = . Рас-

смотрим этап устойчивого образования агрегатов при 

измельчении материала. Предполагаем, что существу-

ет линейная зависимость между независимыми пере-

менными ( , )t S и зависимой переменной  . 

 Внутри заданного временного промежутка  10 ;t t  

рассмотрим регрессионную модель для коэффициента 

агрегирования 1 2( , ) ot S a a t a S + +  

Тогда уравнение (1) примет вид 
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Уравнение (2) примет вид 2
0 1 2

( )dS t
b S b tS b S

dt
= + +

  

Если считать 
1( ) 0a + = , то с учетом граничных 
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условий получим 
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При выполнении зависимости 
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из этого условия и экспериментальных данных 

можно определить зависимость между коэффициен-

тами 
0 2: .b b  

Результаты определения коэффициента агрега-

ции по экспериментальным данным. 

Результаты вибрационной обработки Х13М2С2. 

Материал подвергался вибрационной обработки в 

течение 9 часов, набором мелющих тел №1 общий вес 

мелющих тел 55кг, обрабатываемый материал вес 6 

кг, частота колебаний 2000об/мин., средняя амплиту-

да 1,5мм. Результаты обработки оценивались по 

удельной поверхности, измеряемой на приборе ПСХ-

4,который соответствует стандартам - европейским 

(ГОСТ ,DIN, ISO) и американскому (ASTM). Анали-

зируя результаты опыта (рис.1), видим, что удельная 

поверхность уменьшается (имеет место агрегация 

частиц) между 2,5 и 3,5часами измельчения, при этом 

0 0 1 12,5 28,5; 6,5 29, 41t S t S= → = = → = . Далее 

удельная поверхность возрастает.  

По экспериментальным данным зависимости 

удельной поверхности от времени измельчения ме-

таллических порошков зависимости удельной по-

верхности от времени измельчения могут быть найде-

ны [6] 

Рассмотрим нахождение изменения удельной по-

верхности при измельчении с учетом этапа устойчи-

вого образования агрегатов. Началом этапа агрегиро-

вания будем считать первую точку перегиба кривой 

( )=S S t  

 

 

Рис.1  

Начало агрегации отвечает точке перегиба 

0 02,5 28,5;t S= → = окончание процесса агрегации 

вторая точка перегиба 
1 16, 5 29, 41t S= → =  кривой 

S=S(t). 

 

 
Рис.2 

На интервале (2.5; 6.5)t  по данным таблицы 1 

корреляционную связь будем искать в виде 

1 2( , ) .ot S a a t a S + +   

 Используя функции Microsoft Excel, проведена 

статистическая обработка данных, коэффициент де-

терминированности r=0,9950 (таблица 1) , что указы-

вает на сильную зависимость между   коэффициен-

том агрегирования и независимыми переменными 

,t S .Для определения, является ли этот результат (с 

высоким значением r) случайным или нет, используем 

F-статистику. Гипотеза об отсутствии связи между 

значениями , ,t S  при α=0,05  отвергается, 

если значение F превышает критический уровень 4,53. 

Использование функции Microsoft Excel FРАСП дает 

чрезвычайно мало F. Значение вероятности 

=FРАСП(598,1043;2;6) =1,2431E-07 

Из этого можно заключить, что уравнение регрес-

сии ( , ) 1,3262 0,8263 - 0,0383t S t S = +

можно рекомендовать к использованию. 
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  Таблица 1 Таблица 2. Таблица 3.  

 ( , ,t S  )  

 

 

 

Результаты представлены на рис.3,4 

  

 

  

  

 Рис.3 

Начало агрегации отвечает точке перегиба при 

0 00,83 870;

1 13, 5 952t S= → =  кривой S=S(t). 

 
Рис.4 

  

На интервале (0.83;3.5)t
 
по данным таблицы 2 

корреляционную связь будем искать в виде 

1 2( , ) .ot S a a t a S + +
 

Уравнение регрессии 
( , ) 0, 0014 0, 4333 0, 3587 .t S t S = + +

 

Коэффициент детерминированности r=0,9571 (таб-

 

Результаты вибрационной обработки порошка 

ПГСР-2+3%.  

 Материал подвергался вибрационной обработки в 

течение 6 часов, в барабане объёмом - 2.3 

дм3,установленном на вибрационной машине ВУПП-

200. Мелющие тела стальные шары (ШХ-15) диамет-

ром – 22мм и весом – 7.95кг; обрабатываемый мате-

риал – 2 кг; частота колебаний – 1500об/мин; средняя 

амплитуда – 2,5 мм. Содержание алюминиевой пудры 

– 3%(60г). Результаты вибрационной обработки 

рис.4,5. 

 

X

Y
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0,83 870 1,1882 

1 772 0,864 

1,5 750 1,0648 

2 700 1,3574 

2,5 780 1,5483 

3 820 1,7855 

3,5 952 2,1057 

0,001382 0,358679 -0,43331 

0,000587 0,048776 0,443284 

0,957105 0,109254 #Н/Д 

44,62546 4 #Н/Д 

1,065345 0,047746 #Н/Д 

2 41,96 2,323 

2,5 33,85 2,2433 

3 27,08 2,1572 

3,5 22,5 1,9473 

4 19,73 2,1877 

4,5 22,01 2,4032 

5 23,27 2,5583 

0,037792 0,310565 0,145071 

0,007973 0,058925 0,407274 

0,875367 0,084159 #Н/Д 

14,04709 4 #Н/Д 

0,198983 0,028331 #Н/Д 

2,5 28,5 2,1911 

3 26,8 2,823 

3,5 25,1 3,4083 

4 24,14 3,7397 

4,5 23,63 4,084 

5 24,31 4,4631 

5,5 25,67 4,8486 
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6,5 29,41 5,6312 

-0,03831 0,826336 1,32627 

0,016288 0,023935 0,425545 
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598,1043 6 #Н/Д 

10,11146 0,050718 #Н/Д 
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Результаты вибрационной обработки Х18Н15. 

Так как частицы спека имеют размер от 1мм до 

10см, проводилось «влажное» измельчение (содержа-

ние воды порядка 15%) в два этапа.  

Первый  этап.  Загрузка  барабана  вибрационной 

мельницы  ВМН-20  3кг  измельчаемого  материала 

(мокрый спек); мелющие тела диаметром 50 мм, ве-

сом  60кг; время измельчения 0.5 часа; частота 640 

об/мин; амплитуда 0.5мм.  

Второй  этап.  Через  0.5  часа  мелющие  тела  диа-

метром Ǿ50мм были выгружены и заменены набором 

мелющих тел  № 1 (шары диаметром Ǿ 28мм –  50кг; 

Ǿ12мм  –  10кг);  частота  2000  об/мин;  амплитуда 

1.5мм; время измельчения 3.5 часа. 

лица 2) ,что указывает на сильную зависимость между 

независимыми  переменными.  Использование  F-

статистики, указывает на то, что данный результат не 

является  случайным.  Значение  вероятности 

=FРАСП(44,6254;2;4)=0,00183.

t S= → = окончание процесса агре-

гации второй точке перегиба при 



 
Рис.4 

Начало агрегации отвечает точке перегиба при 

0 02 41,96;t S= → = окончание процесса агре-

гации второй точке перегиба при 

1 15 23, 27t S= → =  кривой S=S(t). 

 

ную связь будем искать в виде 

1 2( , ) .ot S a a t a S + +
 

Коэффициент детерминированности r = 0, 8753 

(таблица 3) указывает на зависимость между незави-

симыми переменными. Использование F-статистики, 

указывает на то, что данный результат не является 

случайным. Значение вероятности 

=FРАСП(14,0471;2;4)=0,01553. 

Уравнение регрессии 
( , ) 0, 0376 0,1450 0, 3106 .t S t S = + +  

Выводы. В предложенной математической модели 

процесса агрегирования коэффициент агрегирования 

  является функцией от времени и удельной по-

верхности ( , )= t S  . Отметим, что для одних 

материалов такая зависимость является более значи-

мой, а для других менее значимой. Последнее связано 

с зонами медленной и быстрой агломерации (агрега-

ции).  
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Determination of the dependence of the agglomeration coefficient on the parameters of the vibration processing of the ma-

terial (based on the mathematical model of the process) 

N. D. Orlova  

Abstract. Based on the probabilistic model of the grinding and agglomeration process, the dependence of the aggregation coefficient 

on the values of the specific surface and grinding time is found. According to the experimental results, statistical data processing was 

carried out, the dependence of the aggregation coefficient for specific materials is indicated. According to research, specific materials 

are indicated for which fast or slow agglomeration of small particles is characteristic. 


