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Аннотация. В этой статье рассматриваем ковариантные функторы :F M M  имеющие конечные степени сохраняю-

щие ( ) (A N R M)  - пространства. 

А так же рассмотрены послойные версии этих ре-

зультатов. Достаточно полное и подробное изложение 

имеющихся результатов и нерешенных проблем в 

этом направлении можно найти в [1,4]. Теория кате-

горий позволяет взглянуть на различные частные опе-

рации над пространством с общей точки зрения тео-

рии функторов. Послойной версией будем называть 

теоремы о сохранении свойств слоев отображений 

быть ( ) (A N R M) - пространствами. Следует отме-

тить также, что при минимальных ограничениях на 

функтор он переводит стягиваемые в стягиваемые. В 

самом деле, если непрерывная гомотопия th  стягива-

ет пространства в точку x , то непрерывная гомотопия 

 tF h  стягивает пространство ( )F X  в множество 

({ })F x . 

В дальнейшем мы предполагаем, что все рассмат-

риваемые функторы мономорфны и сохраняют пере-

сечения [4]. Мы предполагаем также, что все функто-

ры сохраняют непустые пространства. Это ограниче-

ние несущественно, поскольку этим мы исключаем из 

рассмотрения только пустой функтор, т.е. функтор 

F ,  который переводит всякое пространство в пустое 

множество. В самом деле, пусть ( )F X   для како-

го нибудь непустого бикомпакта X .  

Тогда    1F X F   в силу мономорфности 

F .  Пусть теперь Y  -  произвольный непустой би-

компакт. Рассмотрим постоянное отображение 
: 1f Y   тогда       1F f F f F  . Следова-

тельно, пространство  F Y  пусто, поскольку оно 

отображается в пустое множество. Итак, мы доказали, 
что существует единственный мономорфный функ-

тор, сохраняющий непустые множества. 
Пусть :F Comp Comp - функтор. Через ( , )C X Y  

обозначается пространство непрерывных отображе-

ний из X  и Y  в бикомпактно-открытой топологии. В 

частности,   ,C k Y  естественно гомеоморфно k -

ой степени 
kY  пространства Y . 

Отображению  : k Y   ставится в соответствие 

точка     0 ,... 1 kk Y    . 

Для функтора F ,  бикомпакта X  натурального 

числа k ,  определим отображение 

       , , : ,F X k C k X F k F X    равенством 

    , , ,F X k a F a    где      , ,C k X F k   .  

Когда ясно, о каком функторе и о каком бикомпак-

те Y  идет речь, мы будем отображение , ,F X k  обо-

значать через ,X k  или k .  

По теореме Е.В.Щепина [4], отображение 

      : , ,F C Z Y F F Z F Y  непрерывно для всякого 

непрерывного функтора F  и бикомпактов Z  и Y  
Поэтому имеет место. 
Предложение 1[4]. Для непрерывного функтора 

F ,  бикомпакта X  и натурального числа k  отобра-

жение 
, ,F X k

F  непрерывно. 

Определим подфунктор kF  функтора F  следую-

щим образом: для бикомпакта X  пространство 

 kF X  есть образ отображения , ,F X k , а для отоб-

ражения :f A X  отображение  kF f  есть суже-

ние отображения ( )F f  на  kF f . Из легко прове-

ряемой коммутативности диаграммы 
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где  f f   вытекает вложение 

      k kF f F X F Y  и, следовательно, функториаль-

ность конструкции kF .  

Функтор F  называется функтором степени n ,  ес-

ли    nF X F X  для всякого бикомпакта X ,  но 

   1nF X F X  для некоторого X .  

Пусть X -некоторый бикомпакт; F -некоторый 

нормальный функтор и ( )a F X . Степенью точки 

a  называется такое наименьшее натуральное число 
n ,  что a  принадлежащий образу ( )F f  для некото-

рого отображения :f K X  n -точечного про-

странства K .  Если такое конечное число n  не суще-

ствует, то степень точки a  считается бесконечной. 
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Степенью функтора F  называется максимум степе-

ней всевозможных точек ( )x F X  для всевозмож-

ных бикомпактов к [4]. Данная работа является про-

должением работы [8], в котором исправляется неко-

торые пробелы.  
Основная часть. Стратифицируемые (кружевные) 

пространства [10] кратко будем обозначать S -
пространством.  

Теорема 1. Пусть F  такой непрерывный, моно-

морфный, сохраняющий пересечение, пустое множе-

ство и точку , функтор степени n , что отображение 

, ,F X n  замкнуто, причем ( )F n  компакт. Тогда F  

сохраняет S -пространства.  
Доказательство. Пусть X  есть S -пространство. 

Из приведенного имеем, что пространство ( )F X  

представляется как непрерывный замкнутый образ 

пространства ( )nX F n  при отображение , ,F X n . Из 

результатов работы [10] следует, что ( )nX F n  есть 

S -пространство, как произведение S -пространств 
nX  и ( )F n . В силу замкнутости отображения , ,F X n  

и конечной степени функтора F  по теоремы [10] по-

лучим, что ( )F X  есть S -пространство. Теорема 1 

доказано. 
Верно и следующее. 
Следствие 1. Пусть F  такой непрерывный, моно-

морфный сохраняющий перечение, пустое множество 

и точку функтор степени n , что отображение , ,F X n  -

совершенно, причем ( )F n  метризуемый компакт. 

Тогда F  сохраняет метризуемые пространства.  
Теорема 2. Пусть функтор F  удовлетворяет усло-

виям теоремы 1 и ( )F n  конечномерно. Тогда функ-

тор F  сохраняет конечномерные S -пространство. 

Более того верно неравенство : 

dim ( ) dim dim ( )F X n X F n  . 

Доказательство. Пусть X  есть S -пространство и 

dim X    из теоремы 1 имеем, что ( )nF X  тоже S -

пространство. Значит, ( )nF X  совершенно нормаль-

ный паракомпакт. Пусть , ,F X n  описанное выше не-

прерывное отображение. Индукцией по степени 

функтора nF  положем, что 

dim ( ) dim dim ( )F X n X F n  . 

При 1n   это неравенство справедливо, так как 

1( ) (1)nF X X F X . Пусть неравенство 

1 1dim ( ) ( 1)dim dim ( 1)n nF X n X F n      доказано. 

Сначала покажем, что 

( ) ( ( ) \ ( )) dim dim ( )F X n nrd F X F X n X F n  , где 

Xrd A относительная размерность подпространства 

А в пространстве X  [5]. Подпространства 

1( ) \ ( )n nF X F X  тоже S - пространство, следова-

тельно, паракомпактно. Пространство ( )nF X  в точ-

ках множество 1( ) \ ( )n nF X F X  локально гомео-

морфно открытому подмножеству произведения 

( )nX F n .  

Для произведения ( )nX F n  верно: 

dim( ( )) dim dim ( )nX F n n X F n    [9]. Из теоре-

мы 21 Даукера-Нагами [5] получим, что  

( ) ( ( ) \ ( )) dim dim ( )F X n nrd F X F X n X F n  . Тогда 

применяя другую теорему 15[5] Даукера получим, что 

dim ( ) dim dim ( )nF X n X F n  . Теорема 2 доказа-

на. 
Теорема 2'. Если выполнены условия теоремы 2 и 

функтор сохраняет прообразы, то F  послойно сохра-

няет конечномерные S  пространство. 
Доказательство. Пусть :f X Y  непрерывное 

отображение между регулярными пространствами. Из 

того, что функтор сохраняет прообразы отображений, 

имеем 
1 1 1( ( )) ( ) ( ( )) ( (supp ( )) ( (supp ( )))F FF f b F f F b F f b    , 

где ( )b F Y . Из теоремы 2 вытекает, что 

1dim ( (supp ( )))FF f b   . Теорема 2' доказано. 

Верны следующие. 
Теорема 3. Если выполнены условия следствие 1. 

Тогда функтор F  сохраняет конечномерные метри-

ческие пространства. 
Теорема 4. Если выполнены условия теоремы 3 и 

функтор F  сохраняет прообразы отображений, то F  
послойно сохраняет конечномерные метрические 

пространства. 
Теорема 5. Пусть F - непрерывный, мономорф-

ный, сохраняющий конечные пересечения, пустое 

множество и метрические пространства функтор сте-

пени n . Если ( )F n  есть конечномерный метризуе-

мый компакт и ( )F k ANR  для 1,2,...,k n  то 

функтор F  сохраняет ( )ANR M  пространства и ко-

нечномерные ( )ANR M  пространства.  

Доказательство. Пусть ( )X ANR M  простран-

ство. В силу теоремы 3 достаточно доказать, что F  
сохраняет ( )ANR M  пространства. По условию тео-

ремы 5, если X  метризуемо, то ( )F X  метризуемо. С 

другой стороны ( )KX F K  метризуемо, 

, , : ( ) ( )n
X F k kX F k F X    выше описанное непре-

рывное отображение и 1
, ,( ) ( ( )) ( )k

F X k kF X X F k    . 

Индукцией по степени функтора F  докажем, что 

( ) ( )F X ANR M . При 1k   это утверждение спра-

ведливо, так как пространство 1( )F X  гомеоморфно 

пространству (1)X F X  . Пусть доказано, что 

1( ) ( )kF X ANR  M  . 

Теперь рассмотрим произведение 

   ,Z C k X F k  ,  на пространстве Z  определим 

действие группы подстановок  ,kS C k k  (гомео-

морфизмов пространства k ) [11] следующим обра-

зом: для kS   положим  
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           1, , ,F             , где 

 ,C k k ,  F k .  Теперь покажем, что про-

странство Z  с действием группы kG S  является 

( )G ANR M  -  пространством. Рассмотрим 

 ,C k X  первый сомножитель произведения 

   ,Z C k X F k  . Из следующего результата ра-

боты [6]. 
Теорема 3.3.20[6]. Пусть X  -метризуемое G   

пространство и хотя бы X  или C  обладает счетной 

базой. Если X G ANR   (соответственно 

X G AR  ) тогда    ,C G X G ANR  M  (соот-

ветственно    ,C G X G AR  M ) .  

Пространство  ,C k X  с действием группы 

kG S  есть ( )G ANR M  пространство [6]. 

Теперь рассмотрим второй сомножитель  F k  

произведения    ,C k X F k ,  на котором опреде-

лено действие группы kG S . Это действие, по 

определению, непрерывно. По условию теоремы, для 

любого k  пространство  F k  есть конечномерный 

компакт. 

Из результатов Флойда [12] имеем, что простран-

ства  F k  и    /F k G есть  G ANR M - про-

странства для любого k N . В итоге мы получаем, 

что для любого конечного числа k N  произведение 

   ,Z C k X F k   есть  G ANR M -

пространство, так как сомножители являются 

 G ANR M -пространствами. Положим 

  1
, , 1F X k kZ F X 


  . 

Если функтор имеет степень n ,  то 

   nF X F X .  Пусть / kT Z S  пространство 

орбит пространства Z  по данному действию группы 

kS , а : Z T  -соответствующее факторное отоб-

ражение. Очевидно, что для любого kS   имеет 

место равенство  , , , ,F X k F X k    .  В силу это-

го равенства существует такое непрерывное отобра-

жение  : kT F X  , что , ,F X k   . Имеем 

следующую коммутативную диаграмму:  

 

( * )  
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                              F X k

k kS C k X F k C k X F k T C k X F k S

 

        

  


                         ( )                kF X 
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Положим   1
1 ,k TT F X  


   . Тогда про-

странство  kF X  гомеоморфно присоединенному 

пространству из пространств T  и  1kF X  по отоб-

ражению  1: kT F X 
  , т.е. 

   1k kF X T F X





 .  

Значит, следующая диаграмма тоже коммутативна. 
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Если мы покажем, что    1, , kT T F X ANR
  M ,  

то из следующего результата Химана: 
Теорема 1.1.1 [13]. Пусть : A Y   непрерывное 

отображение и A  замкнутое X .  Если A ,  X  и  

 Y AN R M ,  тогда  X Y ANR


 M .  

Из этого будет вытекать, что  kF X ANR . По 

предположению индукции    1kF X ANR  M , 

пространство орбит T  есть ( )G ANR M -

пространство.  
В силу следующего результата: 
Теорема [7]. Пусть X -метризуемое G  - 
пространство и хотя бы X  или G  обладает счет-

ной базой. Пусть, далее H -замкнутая нормальная 

подгруппа группы G , X G ANR   (соответствен-

но X G AR  ) .  Тогда /X H G ANR   (соответ-

ственно /X H G AR  ) .  В частности, 

/X G ANR  (соответственно /X G AR ). 
Следует, что для включения ( )T ANR M  доста-

точно проверить включение ( )kZ S ANR  M . Из 

мономорфности функтора F  имеем 

 , : , ,Z H H k          , 

где 
 

            1 ,, , : , ,kH C k X F k H C k X F k              
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Чтобы доказать, что Z G ANR  , согласно тео-

реме 7.3 [14] достаточно убедиться в том, что пересе-

чение любого подсемейства  , : 1,iX i n   семейства 

   ,H H   является ( )G ANR M  простран-

ством. Очевидно, что всякое такое пересечение го-

меоморфно произведению  0 ,C n X для 

Некоторого 0n k  на одно из пространств ( )F k  

или 1( )KF k . Поэтому согласно выше приведенным 

рассуждениям, эти пространства являются 

 G ANR M  пространствами. Теорема 5 доказана. 

Верны и следующие. 
Теорема 4'. Пусть функтор удовлетворяет услови-

ям Теоремы 5 и сохраняет прообразы, для любой точ-

ки ( )p F K  и множества ( , )C k k  пересечений 
1{ ( ) ( ) : }F p    является ANR  компактом, то 

F  послойно сохраняет ( ) (A N R M)  пространства. 

Следствие 2. Пусть G  непрерывный, мономорф-

ный, сохраняющий метризуемые пространства, 

конечные пересечения, точку и пустое множество 

функтор степени n , причем ( )G n  есть полиэдр до-

пускающий такую триангуляцию, что для всякого 

( , )C n n  отображение ( )F   симплициально в 

этой триангуляции. Тогда для подфунктора F  функ-

тора G  заключения теоремы 3-5 справедливы тогда и 

только тогда, когда ( )F n  локально стягиваемо.  

Следствие 3. Пусть F  непрерывный, мономорф-

ный, сохраняющий конечные, метризуемые простран-

ства, точку и пустое множество функтор степени n , 
причем ( )F n  конечно. Тогда для функтора F  спра-

ведливы заключения теоремы 3-5.  
Следствие 2'. Пусть функтор G  удовлетворяет 

условиям следствия 2 и сохраняет прообразы. Тогда 

для функтора F  заключения теоремы 5 справедливы 

в том и только в том случае, ( )F n  локально стягива-

емо.  
Следствие 3'. Если функтор F  удовлетворяет 

условия следствия 3 и сохраняет прообразы, то для 

функтора F  справедливо заключение теоремы 4'. 
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