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Аннотация. Разработана и программно реализована система компьютерного моделирования «MHT2D» для численного решения 
двухмерных нестационарных задач теплопроводности по бессеточной схеме с использованием радиальных базисных функций. В 
СКМ реализованы следующие базисные функции: гауссиан, мультиквадратичная, обратная квадратичная и обратная мультиквад-
ратичная. В системе используется комбинация метода дискретизации по времени с методами фундаментальных решений и двой-
ного замещения, позволяющая реализовать полностью бессеточный подход. 

Краткий обзор публикаций по теме. Обзоры по 
бессеточным методам с использованием радиальных 
базисных функций (РБФ) и атомарных радиальных 
базисных функций (АРБФ) представлены в статьях [1–
8]. 

Цель. Разработка и программная реализация системы 
компьютерного моделирования «MHT2D» для числен-
ного решения двухмерных нестационарных задач теп-
лопроводности по бессеточной схеме на основе комби-
нации метода двойного замещения и метода фундамен-
тальных решений с использованием радиальных базис-
ных функций. 

Итерационная схема. Управляющее дифференци-
альное уравнение нестационарной теплопроводности в 

замкнутой области 2  ограниченной Г  имеет 

следующий вид: 
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где ρ  – плотность; pc  – удельная теплоёмкость при 

постоянном давлении; u  – температура; g  – внутрен-

ний источник тепла; k  – коэффициент теплопроводно-

сти. 
Исходное уравнение (1) может быть сведено к после-

довательности неоднородных модифицированных урав-
нений Гельмгольца с помощью процедуры дискретиза-
ции по времени [9]: 
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коэффициент диффузии. 
Решение краевой задачи теплопроводности реализу-

ется на основе комбинации метода двойного замещения 
[9] и метода фундаментальных решений с использова-
нием радиальных базисных функций [10]. Для того что-
бы избежать интегрирования по области, используется 
метод частных решений, согласно которому решение 
неоднородного уравнения представляется в виде суммы 
частного и однородного решений. Метод фундамен-
тальных решений используется для получения однород-
ного решения, а метод двойного замещения с использо-
ванием радиальных базисных функций – для получения 
частного решения. В результате такого подхода реали-
зуется полностью бессеточный метод. 

Решение (2) представляется в виде суммы однородно-

го решения 
n
hv  и частного решения 

n
pv : 

n
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Управляющее уравнение для частного решения имеет 
вид: 
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Частное решение 
n
pv  не должно удовлетворять ника-

кому набору граничных условий. Управляющая система 

для однородного решения 
n
hv  запишется следующим 

образом: 
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где 
n

u
kq



  – поток тепла, n  – внешний вектор нор-

мали; h  – коэффициент теплопередачи; u  – темпера-

тура окружающей среды. 
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x . Частное ре-

шение конструируется с помощью радиальных базис-

ных функций  x .  x
nF  аппроксимируется в виде: 
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Введение. Последние годы ознаменовались значитель-
ными успехами в использовании численных методов 
при решении задач математической физики. Этим успе-
хам исследователи во многом обязаны возможностям 
так называемых бессеточных подходов к решению задач 
математического моделирования. Одним из факторов 
пристального внимания к бессеточным методам являет-
ся практическое преимущество по сравнению с разност-
ными методами при решении краевых задач в сложных 
областях. В отличие от разностных методов, в бессеточ-
ных методах область решения задачи представляет со-
бой набор равномерно или произвольно распределенных 
узлов, к которым «привязываются» базисные функции.  
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где N – количество узлов коллокации, функции  xi  

представляют собой результат воздействия дифферен-
циального оператора Гельмгольца на соответствующие 
радиальные базисные функции  xi . 

Таким образом, (3) представляет собой систему из N 

линейных уравнений относительно неизвестных 
n
iα . 

Тогда частное решение 
n
pv  представляет собой линей-

ную комбинацию базисных функций: 
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Для получения однородного решения используется 
метод фундаментальных решений. На n-ом временном 

шаге однородное решение 
n

hv  аппроксимируется в 

виде: 
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где    rKG i λ
2

1
, 0


zx  – фундаментальное решение 

для модифицированного оператора Гельмгольца 22 λ

, 0K  – модифицированная функция Бесселя второго 

рода нулевого порядка и 
ir zx   – евклидово расстоя-

ние между узлами x  и iz . Здесь  M
i 1

z  – исходные узлы 

на фиктивной поверхности Г̂ , содержащей Ω. 
Важно определить оптимальное размещение фиктив-

ной поверхности. Она может представлять собой 
окружность, центр которой совпадает с геометрическим 
центром области решения. С увеличением радиуса 
окружности повышается точность получаемого реше-
ния, но ухудшается обусловленность системы линейных 
уравнений, и наоборот. На практике, в качестве компро-
мисса, значение радиуса фиктивной поверхности обыч-
но выбирается равным пяти размерам области решения 
[11]. 

В узлах, равномерно расположенных на фиктивной 
поверхности, расставляются базисные функции, пред-
ставляющие собой фундаментальные решения однород-
ного модифицированного уравнения Гельмгольца. 

Линейная комбинация фундаментальных решений 

 iG zx,  по определению удовлетворяет модифициро-

ванному уравнению Гельмгольца во всех точках области 
решения. Коэффициенты iβ  выбираются таким образом, 

чтобы удовлетворить граничным условиям в выбранных 
узлах на границе области решения. Произведя коллока-
цию (4) в выбранных узлах на границе, получим: 
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где   11
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Несмотря на плохую обусловленность системы (5), 
решение устойчиво до достижения машинной точности 
[9]. Считается, что это явление можно объяснить, иссле-
дуя сингулярное разложение (SVD) матрицы коэффици-
ентов системы (5) [11]. 

Описанная выше итерационная схема легла в основу 
разработанной системы компьютерного моделирования 
«MHT2D». 

Описание системы компьютерного моделирова-

ния «MHT2D». Информация о форме области решения 
краевой задачи задается в любой системе автоматизиро-
ванного проектирования для работы с чертежами (напр. 
AutoCAD, TurboCAD и др.). Созданный чертеж сохра-
няется в формате PLT, после чего может быть загружен 
в «MHT2D». На рис. 1 представлен пример области 
решения, загруженный в СКМ «MHT2D». 

Для решения краевых задач, описываемых диффе-
ренциальными уравнениями в частных производных, 
необходимо задание значений начальных и граничных 
условий. 

 

Рис. 1. Интерфейс СКМ «MHT2D» 
 

На рис. 2 представлена часть рабочей области систе-
мы, отвечающая за задание граничных условий для 
нестационарной задачи теплопроводности в СКМ, а на 
рис. 3 – часть рабочей области, отвечающая за задание 
начальных условий. 

В СКМ «MHT2D» реализована возможность задания 
внутреннего источника тепла как функции от координат 
и времени, а также значений коэффициента теплопро-
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водности k , плотности ρ  и удельной теплоёмкости pc  

(рис. 4). 
Во вкладке «Параметры решения» задаётся шаг раз-

биения сетки внутри области решения и за её граница-
ми, в узлах которой будут расставлены базисные функ-

ции, плотность точек на границе области, временной 
интервал, на котором будет решаться нестационарная 
краевая задача, шаг по времени, а также количество 
точек на фиктивной поверхности (рис. 5).  

 

  

  

Рис. 4. Определение физических параметров краевой 
задачи в СКМ «MHT2D» 

Рис. 5. Определение параметров решения краевой 
задачи СКМ «MHT2D» 

 

Решение краевой задачи визуализируется в виде по-
верхности, представляющей собой распределение тем-
пературного поля в текущий момент времени. Для не-
стационарных краевых задач реализована функция ани-
мированной визуализации распределения температурно-
го поля на заданном временном интервале. 

Результаты. В качестве иллюстрации работы систе-
мы приведена тестовая задача в двухмерной области в 
форме квадрата. 

Постановка задачи: нестационарная задача теплопро-

водности c 1k , 1ρ  , 1pc , 01.0t , количество 

интерполяционных узлов – 400, количество узлов на 
фиктивной окружности – 120. Внутренний источник: 
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Краевые условия: 0u . Точное решение в момент 

времени 01.0t  имеет вид:  
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где     ttr sin2
4

1
 ,     tts cos2

4
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 . 

Приведенная погрешность решения тестовой задачи в 

момент времени 01.0t  не превышает 
310*7 

(Рис. 6). 

На рис. 7 представлена визуализация решения тестовой 
задачи в различные моменты времени. 

Выводы. Бессеточные методы с использованием ра-
диальных базисных функций показали свою эффектив-
ность при решении большого класса практически важ-
ных задач, в которых применение сеточных методов 
оказывается малоэффективным. Они демонстрировали 
свою эффективность и в задачах, где были успешно 
реализованы сеточные методы, например в задачах теп-
лопереноса, диффузии и др. 
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Рис. 2. Задание граничных условий в СКМ «MHT2D» Рис. 3. Задание начальных условий в СКМ «MHT2D» 



 
 

 

В ходе данного исследования была разработана и 
программно реализована система компьютерного моде-
лирования «MHT2D» для численного решения двумер-
ных нестационарных задач теплопроводности по бессе-
точной схеме с использованием радиальных базисных 
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Рис. 6. Приведенная погрешность решения нестаци-
онарной краевой задачи 

Рис. 7. Решение нестационарной краевой задачи  

функций. В системе используется комбинация метода 
дискретизации по времени с методами фундаменталь-
ных решений и двойного замещения, позволяющая реа-
лизовать полностью бессеточный подход. 

Computer modeling system for solving two-dimensional boundary value problems using meshless approach 
D. O. Protektor, D. A. Lisin 

Abstract. The computer simulation system «MHT2D» was developed and implemented for the numerical solution of two-dimensional nonsta-
tionary heat conduction problems by meshless method using radial basis functions. In computer simulation system there are available the follow-
ing basis functions: Gaussian, multiquadric, inverse quadratic and inverse multiquadric. «MHT2D» uses a combination of method of discretiza-
tion in time with method of fundamental solutions and method of particular solutions, which results with a completely meshless approach. 


