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Аннотация. Рассмотрена плотность векториальной погрешности при избыточных измерениях и показана возможность ее 

применения для решения задач оценки точности навигации судна. Показано, что с помощью плотности векториальной по-

грешности имеется возможность расчета эффективных обсервованых координат судна независимо от закона распределения 

погрешности навигационных измерений. Приведена система расчета координат судна с применением плотности вектори-

альной погрешности, аналогичная методу максимального правдоподобия. 
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Введение. Определение места судна с помощью не-

скольких изолиний обобщено с помощью метода ли-

ний положения, при котором изолиния заменяется 

линией положения в районе счислимой точки судна. 

При наличии избыточных линий положения выбор 

обсервованных координат производится таким обра-

зом, чтобы их точность была максимальной. Это до-

стигается расчетом координат методом максимально-

го правдоподобия, алгоритм расчета которого одно-

значно определяется законом распределения вероят-

ностей погрешностей линий положения. Так как до 

недавнего времени считалось, что случайные погреш-

ности измерений навигационных параметров, как и 

погрешности линий положения, подчиняются нор-

мальному закону распределения вероятностей, то 

расчет обсервованных координат производится мето-

дом наименьших квадратов, который является мето-

дом максимального правдоподобия для нормального 

закона. Однако в течение последних 30 лет исследо-

вания случайных погрешностей измерения навигаци-

онных параметров показали, что их законы распреде-

ления зачастую отличаются от закона Гаусса. Поэто-

му в случае расчета обсервованные координаты при 

избыточных линиях положения методом наименьших 

квадратов может происходить потеря их точности. 

Поэтому расчета эффективных обсервованных коор-

динат, полученных при определении места судна по 

избыточным линиям положения может быть исполь-

зована двумерная плотность распределения вектори-

альной позиционной погрешности, что составляет 

содержание данной работы.  

Краткий обзор публикаций по теме. В работах [1, 

2] анализируются статистические данные погрешно-

стей навигационных измерений, полученные в натур-

ных наблюдениях, и показано, что погрешности не 

подчиняются нормальному закону распределения. 

Как указывается в работе [3],  анализ статистических 

материалов показал, что предположение о распреде-

лении случайных погрешностей определения широты 

и долготы по закону Гаусса не является корректным и 

требует альтернативного подхода. Смешанные законы 

двух типов, альтернативные нормальному закону, 

предложены для описания случайных погрешностей 

навигационных измерений в работе [4], а в работе [5] 

с этой же целью предложен обобщенный закон Пуас-

сона.  

Оценка эффективности обсервованных координат 

судна при избыточных линиях положения произведе-

на в работе [6], показано, что при смешанных законах 

распределениях эффективность меньше единицы, и с 

ростом существенного параметра она стремится по 

величине к единице.   

Цель. Цель настоящей статьи заключается в разра-

ботке процедуры расчета эффективных координат 

судна применением двумерной плотность распреде-

ления векториальной позиционной погрешности. 

Материалы и методы. Вопросы теории и практи-

ки определения места судна методом линий положе-

ния подробно изложены в работе [7]. Здесь же рас-

смотрим особенности определения места судна при 

числе линий положения больше двух.  

 
Рис. 1. Элементы линии положения 

 

В общем случае линия положения (ЛП) задается в 

прямоугольной системе координат x0y, начало кото-

рой совпадает со счислимой точкой судна или с дру-

гой точкой с известными географическими координа-

тами. Линия положения задается относительно начала 

системе координат x0y переносом 
ir , т.е. длиной 

нормали от начала системы координат до i-й ЛП, и 

направлением градиента навигационного параметра 

i , т.е. – углом между переносом 
ir  и осью y вы-

бранной системы координат (рис. 1). Истинное место 

судна находится на линии I-I, когда погрешность ли-

нии положения 
iξ  отсутствует. Погрешность измере-

ния навигационного параметра iη  ведет к появлению 
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погрешности линии положения 
iξ , которая вызывает 

дополнительное смещение линии положения iЛП  в 

направлении градиента навигационного параметра, 

как показано на рис. 1. 

Уравнение линии положения выражает связь эле-

ментов линии положения 
i  и ir  с координатами x и 

y iЛП , учитывая погрешность линии положения 
iξ . 

Как следует из рис. 2, уравнение iЛП  имеет следу-

ющий вид: 

iii yxr  cossinξ i +=+ .          (1) 

Очевидно, выбор обсервованной точки при опреде-

лении места судна по двум линиям положения одно-

значный.  

 
Рис. 2. Связь элементов линий положения с ее координатами 

 

Результаты и их обсуждение. Покажем, что эф-

фективные обсервованные координаты места судна, 

для которых характерная минимальная ковариацион-

ная матрица,  можно получить, используя двумерную 

плотность f(x,y) вектора погрешности определения 

места судна. Основная посылка определения эффек-

тивных обсервованных координат с помощью плот-

ности f(x,y) заключается в допущении, что эффек-

тивная обсервованная точка совпадает с наиболее 

вероятной точкой плотности f(x,y), правомочность 

которого доказана в работе [9]. Поэтому для опреде-

ления эффективных обсервованных координат найдем 

наиболее вероятную точку двумерной плотности 

f(x,y), т.е. точку в которой f(x,y) достигает макси-

мума. Полагаем, что f(x,y) имеет первые частные 

производные. Наиболее вероятную точку ищем из 

системы уравнений: 

( )
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Так как плотность f(x,y) для независимой систе-

мы ЛП выражается произведением плотностей неза-

висимых случайных величин, то система (2) имеет 

вид:  
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Если учесть, что функция f(x,y) достигает макси-

мума в той же точке, что и ее логарифм, то сокращая 

в системе (3) множитель 
n

A  и заменяя произведение 

плотностей )cossin( iiii ryxf −+   суммой их 

логарифмов  
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Решением данной системы уравнений x=
c

x  и  

y=
c

y  являются эффективные значения искомых 

приращений координат к счислимым координатам. 

    Для удобства поиска значений  
c

x  и  
c

y  

учитываем, что:  

iii ryx −+=  cossinξ i  

Поэтому по правилам дифференцирования слож-

ной функции можно записать следующее выражение, 

входящее в уравнения (4): 

x
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Так как 
iαsin=





x

i , то справедливо следующее 

равенство: 
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Аналогично:  
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так как  
iαcosξ

y
i =



 . 

Система уравнений правдоподобия (4) с учетом (5) 

и (6) принимает вид: 
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Учитываем, что в  общем случае справедливо соот-

ношение: 
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поэтому, с учетом приведенного равенства, система 

уравнений (7) принимает следующий вид: 
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iii ryx −+=  cossinξ i . 
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С помощью системы уравнений (8) можно полу-

чить выражения для расчета эффективных координат 

судна при избыточных линиях положения, исходя из 

плотности закона распределения погрешностей линий 

положения, их числа и геометрии расположения. 

Рассмотрим применение предлагаемого метода для 

расчета обсервованных координат судна при распре-

делении погрешностей линий положения по обоб-

щенному закону Пуассона с плотностью: 
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Следовательно: 
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Система уравнений (8) для рассматриваемого случая принимает 

следующий вид: 
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iii ryx −+=  cossinξ i . 

Рассмотрим решение полученной нелинейной системы уравнений методом простой итерации.  Первое урав-

нение можно записать в следующем виде: 
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Получили уравнение, в левой части которого 

находится искомая переменная X. Аналогично, со 

второго уравнения системы (9) находим выражение 

для второй неизвестной переменной Y: 
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Полученные уравнения  составляют систему нели-

нейных уравнений, которая решается методом про-

стых итераций, причем в качестве начального при-

ближения принимаются  
o
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   (10) 

 

Начальные значения переменных X и Y подстав-

ляются в третье уравнение, затем те же переменные и 

значения 
iξ подставляются в правые части первого и 

второго уравнений системы (10), в результате чего 

рассчитывают очередные приближения искомых пе-

ременных, которые являются исходными для очеред-

ной итерации. Расчет обсервованных координат по 

избыточным линиям положения, погрешности кото-

рых подчиняются обобщенному закону Пуассона, с 

помощью (10) обеспечивает минимальную ковариа-

ционную матрицу векториальной погрешности. 

 

Выводы. 

1. Получено аналитическое выражение плотности 

векториальной позиционной погрешности при избы-

точных измерениях и показана возможность ее при-

менения для решения задач оценки точности навига-

ции судна.  

2. Показано, что с помощью плотности вектори-

альной погрешности имеется возможность расчета 

эффективных обсервованых координат судна незави-

симо от закона распределения погрешности навига-

ционных измерений..  

3. Приведена система расчета координат судна с 

применением плотности векториальной погрешности, 

распределенной по обобщенному закону Пуассона. 
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estimation of exactness of navigation of ship is shown. 

It is shown that by the closeness of vektor's error is present possibility of calculation of effective coordinates of ship regardless of 

law of distributing of error of the navigation measuring. The system of calculation of coordinates of ship with the use of closeness of 

vektor's error is resulted, similar to the maximum likelihood method. 

Keywords: navigation safety, vektor's error, closeness of vektor's  error, calculation of coordinates. 
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ho

Closeness of distributing of vektor's position error at the surplus measuring and its use. 

I.I. Vorok bin. 

The closeness of vektor's error is considered at the surplus measuring and possibility of its application for the decision of tasks of 


