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Аннотация. В работе представлены результаты исследования динамики и управляемости одной степени подвижности промышленно-

го робота. В качестве примера рассмотрен робот, кинематическая схема которого содержит три ротационные пары пятого класса. 

Робот работает в сферической системе координат. На этапе кинематического анализа определены координаты особой точки (полюса) 

схвата в системе координат связаной с основанием манипулятора. Динамический анализ позволил составить математическую модель 

движения робота на основе уравнений Лагранжа II рода. Оценка управляемости выполнена для расширенного объекта управления, 

состоящего из манипулятора и исполнительного устройства привода. Для синтеза системы управления используется структурная схе-

ма с отрицательной обратной связью. Исследуемая степень подвижности q2 манипулятора полностью управляемая. 
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Промышленный робот, как объект управления, это - мно-

гоканальная, многосвязная, существенно нелинейная ди-

намическая система. Исследованиями динамики и управ-

ления роботов занимались Е.И. Юревич, С.Ф. Бурдаков, 

А.В. Тимофеев, В.С. Ястребов, А.М. Филатов и другие.  

Для обеспечения качества программных движений 

манипулятора, уменьшения ошибок позиционирования и 

обеспечения качественного регулирования применяют 

системы управления с использованием обратных связей. 

Cтабилизация программных движений манипулятора, 

представляет синтез алгоритма управления для обеспече-

ния асимпототической устойчивости программного 

движения qi(t) при t[t0, tf] при выполнении ограничений 

на быстродействие, перерегулирование, колебательность, 

степень устойчивости и т.д.  

Динамика манипулятора описывается уравнением 

Лагранжа II рода, которое часто представляется в виде [1-

3]:  

=+ ),,(*),(* qqBqqA  ,                                                 (1) 

а динамика приводов [1-3]: 

UKqqMTTTT UH =+++ ),,(4321
 ,                                  (2) 

где A*(q,) – матрица размерности nn, зависящая от 

конфигурации манипулятора; B*(q, q’,) – вектор-столбец 

размерности n1; q – вектор обобщенных координат 

манипулятора; q’ – вектор обобщенных скоростей 

манипулятора;  – вектор геометрических и массово-

инерционных параметров манипулятора;  – вектор-

столбец размерности n1 усилий и моментов в приводах 

манипуулятора; МН – вектор-столбец размерности n1 

моментов внешних нагрузок на выходных валах 

приводов; U – вектор-столбец размерности n1 

управляющих сигналов. 

Под полной управляемостью динамической си-

стемы понимают наличие такого управляющего сигнала, 

который за ограничеснный промежуток времени способен 

перевести все n переменных состояния расширенного 

объекта управления из заданных начальных состояний в 

требуемые конечные состояния [4, 5]. Причем, для полной 

управляемости необходимо и достаточно, чтобы ранг 

матрицы управляемости был равен порядку динамической 

системы [4, 5]: rang Qy=n, 

где  BABAABBQ n
y

12 −=   – матрица управляемости 

размерности nnm; A – матрица собственных значений 

расширенного объекта управления размерности nn; B – 

вектор-столбец размерности nm. 

Проведем исследование динамики и управляемости 

отдельной степени подвижимости q2 манипулятора, 

кинематическая схема которого изображена на рис. 1. 

Выполним моделирование программных движений 

манипулятора промышленного робота, проанализируем 

качество регулирования одной степенью подвижности с 

использованием системы управления с обратной связью. 

Анализ динамики и моделирование управляемых дви-

жений манипулятора выполним с использованием урав-

ненний Лагранжа II рода. Для исследования управляемо-

сти отдельной степени подвижимости q2 рассмотрим 

упрощенную модель манипулятора, при этом звенья 3 - 6 

объединим в одно звено длиной lпр=1,6 м и массой mпр=30 

кг. Исходные данные: l0=0,7м; m0=115 кг; l1=0,75 м; m1=55 

кг; l2=1м; m2=50 кг; М=600 H·м. В каждой кинематической 

паре введём правые системы координат XiYiZi как показа-

но на рис 1. 

 

 
Рис. 1. Кинематическая схема и системы координат манипулятора 

 

Анализ динамики манипулятора. Для рассматриваемо-

го примера на основании [6] составим цепочку перемеще-

ний от 0 – го звена (основания манипулятора) до 3 – го 
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звена, относительно которого особая точка неподвижна: 

.3210
),(),(),( 321 ⎯⎯⎯ →⎯⎯⎯⎯ →⎯⎯⎯⎯ →⎯

qiAqqjAqkA ww



 
Составим матрицы преобразования координат Денави-

та-Хартенберга [3, 6, 7]: 



















−
==

1000

)(5,0)()(0

)(5,0)()(0

0001

),(
333

333

3
3
2

tSinqltqCostqSin

tСosqltqSintqCos
qiAA

пр

пр

w

 , 

,

1000

)(5,0)(0)(

0010

)(5,0)(0)(

),(
2222

2222

2
2
1



















−
==

tSinqltqCostqSin

tCosqltqSintqCos

qjAA w

  

.

1000

5,0100

00)()(

00)()(

),(
10

11

11

1
1
0



















+

−
==

ll

tqCostqSin

tqSintqCos

qkAA w

  

После математических преобразований определим по-

ложение точки Р манипулятора в системе координат, свя-

занной с основанием. 
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Уравнение Лагранжа II рода запишем в виде[3, 6, 7]: 
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где L=Ek-EП –функция Лагранжа; Ek – кинематическая 

энергия манипулятора, EП – потенциальная энергия 

манипулятора. 

Если для исследования выбрана координата q2, тогда 

правые части уравнения (3) будут иметь вид: 

,
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где  – координата, которая исследуется, М – момент 

силы, который создает привод данной степени движимо-

сти, K1, K2 – коэффициенты, которые определяются осо-

бенностями системы, которая рассматривается ( K1=1, 

=0,7), q2 пр = 2,09 рад – программное значение переме-

щения по координате q2 , для которой проводим ис-

следование. 

Для степени подвижности qi кинематическую энергию 

вычислим по формуле:  25,0 iii qmEk = , тогда 
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Найдем кинематическую энергию манипулятора как 

сумму кинематических энергий каждого звена: 
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Для степени подвижности qi потенциальную энергию 

вычислим по формуле: iiПi ghmE 5,0= , тогда 
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Найдем потенциальную энергию манипулятора как 

сумму потенциальных энергий каждого звена:  
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Функция Лагранжа примет вид: 
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Уравнение Лагранжа II рода для степени подвижности 

q2 запишем в виде: .53950 222 QSinqq =−   

С учетом правой части  

( )  ( )  ,12544206006007,009,21 2222222212 +−−=+−−=+−−= qqqqMqKqqKQ пр
  

уравнения Лагранжа II рода для выделенной координа-

ты q2 будут иметь вид: 

2222 539125460042050 Sinqqqq +=++  .                     (4) 

Решив уравнение (4), с начальными условиями: 

7854,0
4
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=q рад, 5236,0
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
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Графики зависимости перемещения, скорости и уско-
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чим зависимости перемещения, скорости и ускорения 

данной степени подвижности от времени. 



рения координаты q2 от времени полученные с помощью Mathcad пиведены на рис. 2 а, б, в. 

 

 
a) 

 
б) 

 
в) 

Рис. 2. Графики зависимости перемещения, скорости и ускорения координаты q2 

 

Анализ управляемости степени подвижности манипу-

лятора. Выполним проверку системы на управляемость по 

исследуемой координате q2. Запишем линеаризованные 

уравнения движения выделенной степени подвижности в 

виде системы дифференциальных уравнений: 
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где q2  – исследуемая координата, которая характери-

зует перемещение по одной степени подвижности;  – 

координата, которая характеризует перемещение испол-

нительного органа привода по одной степени подвижно-

сти;  –усилия и моменты в приводах манипулятора; U – 

командный сигнал управления; Т1=0,03 с, Т2=0,15 с, Т3=1,5 

с, КU=1,8 – параметры привода. В системе (5) учтено, что 
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перепишем уравнения движения выделенной степени по-

движности (5) в нормальной форме Коши: 
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Система уравнений (6) описывает расширенный объект 

управления, состоящий из манипулятора и 

исполнительного устройства, и используется для синтеза 

системы управления структурная схема которой 

представлена на рис. 3. 

Систему (6) можно представить в виде BUAxx += , 

где A – матрица размерности nn, зависящая от 

конфигурации манипулятора; B – матрица размерности 

nm; x – вектор переменных состояния размерности n1; 

U – вектор-столбец размерности m1 управляющих 

сигналов. 

 

 
Рис. 3. Структурная схема расширенного объекта управления 

 

Задача синтеза алгоритма управления манипуля-

тором сводится к задаче определения коэффициентов 

матрицы Р, удовлетворяющих условиям устойчивости и 

качества переходных процессов. Уравнение регулятора 

имеет вид:  

 = U-px, 

где U – вектор-столбец размерности m1 управляющих 

сигналов, p – матриця регулятора размерности mn. 

Матричная передаточная функция разомкнутой систе-

мы имеет вид:  
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матричная передаточная функция замкнутой системы 

имеет вид 
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где I – единичная матрица, A – матрица размерности nn, 

зависящая от конфигурации манипулятора; B – матрица 

размерности nm. 
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Составим матрицу управляемости 
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где Qy – матрица управляемости размерности nnm; A – 

матрица собственных значений расширенного объекта 

управления размерности nn; B – вектор-столбец 

размерности nm. 
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Ранг матрицы управляемости rang Qy=4 равен порядку 

динамической системы, т.е. выполняются необходимое и 

достаточное условия для полной управляемости исследу-

емой степени подвижности q2 манипулятора. 

В работе представлены результаты исследования дина-

мики и управляемости одной степени подвижности про-

мышленного робота. В качестве примера рассмотрен ро-

бот, кинематическая схема которого содержит три рота-
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ционные пары пятого класса. Робот работает в сфериче-

ской системе координат. На этапе кинематического анали-

за определены координаты особой точки (полюса) схвата 

в системе координат связаной с основанием манипулято-

ра. Динамический анализ позволил составить математиче-

скую модель движения робота на основе уравнений Ла-

гранжа II рода. Оценка управляемости выполнена для 

расширенного объекта управления, состоящего из мани-

пулятора и исполнительного устройства привода. Для 

синтеза системы управления используется структурная 

схема с отрицательной обратной связью. Исследуемая 

степень подвижности q2 манипулятора полностью управ-

ляемая. 
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Analysis of dynamics and controllability of one degree of robot mobility 

N. S. Ashchepkova, S. A. Ashchepkov 

Annotation. The paper presents the results of a study of the dynamics and controllability of one degree of an industrial robot mobility. As an 

example, a robot is considered, the kinematic scheme of which contains three fifth-class rotational pairs. The robot works in a spherical coordi-

nate system. At the stage of kinematic analysis, the coordinates of the singular point (pole) of the gripper in the coordinate system associated with 

the base of the manipulator are determined. Dynamic analysis made it possible to compose a mathematical model of the movement of the robot 

based on Lagrange equations of the second kind. Manageability assessment is performed for an extended control object, consisted of a manipula-

tor and actuator. For the synthesis of the control system, a block diagram with negative feedback is used. The investigated degree of mobility q2 

of the manipulator is fully controllable. 


