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Анотація. Запропоновані співвідношення уточненої теорії термопружності податливих до трансверсальних зсуву та 
стиснення пластин-смуг. У випадку рівномірного нагріву за шарнірного закріплення на торцях нижньої лицевої площини 
знайдено аналітичний розв’язок. Проаналізовано вплив параметрів податливості до зсуву та стиснення на деформативність. 
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Вступ. Композитні елементи пластинчастого типу є до-
сить поширеними навантаженими складовими відпові-
дальних конструкцій різноманітного цільового призна-
чення, котрі піддаються впливу інтенсивних темпера-
турних полів [7]. Це зумовлено їхніми високими пито-
мими міцнісними характеристиками та нижчою в по-
рівнянні з традиційними матеріалами матеріалоємніс-
тю. Для оцінки надійності вказаних елементів експлуа-
таційних умовах поряд з розрахунком на дію силових 
факторів необхідно також оцінювати їхню реакцію на 
вплив температурних напружень. 
Аналіз досліджень по темі. Для випадку традицій-

них ізотропних матеріалів термопружний стан вказа-
них об’єктів детально досліджений на основі класич-
ної теорії пластин [5, 6, 9]. Ефекти впливу врахування 
податливості до трансверсального зсуву вивчені на 
основі узагальненої теорії в працях [2, 3]. Однак, 
елементи конструкцій із сучасних армованих компо-
зиційних матеріалів на полімерній основі, окрім вка-
заної властивості, мають значну податливість також 
до трансверсального стиснення [1, 8]. Для визначення 
впливу на термопружний стан вказаного фактора не-
обхідно використовувати дво- або тривимірні спів-
відношення термопружності, що не завжди дає змогу 
отримати точний або коректний числовий розв’язок, 
або ж теорії вищих порядків [10, 11].  
Мета дослідження. На основі двовимірних спів-

відношень термопружності отримані рівняння уточ-
неної теорії пластин-смуг, що дають можливість вра-
хувати вплив податливості до трансверсальних де-
формацій як зсуву, так і стиснення.  
 
Виклад основного матеріалу дослідження. 
1. Формулювання задачі. Розглянемо трансферсаль-
ний ортотропний пружний шар товщини h2 , який 
віднесено до ортогональної системи координат 

321 ,,i,xi =  з початком у центрі перерізу 02 =x . 

Вважаємо, що цей шар має значно більший розмір 
уздовж осі 2x  проти довжини перерізу 02 =x  сере-

динної площини 03 =x . Тоді, якщо умови закріплен-

ня торців шару lx1 ±=  та умови навантаження не за-

лежать від координати 2x , то через незначний вплив 

умов закріплення країв bx ±=2  функції, які визнача-

ють термопружний стан залежать лише від координат 

31 x,x . Співвідношенням Дюамеля-Неймана [5] нада-
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Звідси записуємо вирази для 1σ  і 3σ , необхідні 

для подальших викладок: 








 ′′+−′+
+

′−
′−−

= T)(ee
E

TT αναν
ν
νν

ννν
σ 311 1

1

21
, 

]T)(ee[E TT αλαλσ ′+−+= 21303 , 

де 2
0 1 δν /)(EE −′= , )E/E()( ′′−−= 22 21 ννδ , 

)/()E/E( ννλ −′′= 1 ; ν,E  – модуль Юнга та коефі-

цієнт Пуассона в серединній та еквідистантній їй пло-
щинах; ν ′′,E  – ті ж величини у перпендикулярних до 

серединної площинах; Tα  і Tα ′  – коефіцієнти лінійно-

го температурного розширення в напрямках 1x  та 3x  

відповідно.  
Розвинення компонент вектора переміщення, тен-

зорів деформацій та напружень при одночасному за-
доволенні однорідних крайових умов у напруженнях 
на лицевих площинах [4] з використанням (1) дає змо-
гу отримати співвідношення уточненої термопруж-
ності податливих до трансверсальних зсуву та стис-
нення пластин-смуг, що містять 

– рівняння рівноваги: 
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– деформаційні співвідношеннями: 
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У рівностях (2) – (4) вжиті загальноприйняті позна-
чення для розтягувального N , перерізувального 0Q  та 

стискувального 1Q  зусиль і згинного моменту M ; 

компонент тензора напружень ijσ , переміщень u  то-

чок серединної площини в тангенціальному напрямку 

1x , кута повороту γ  нормального до серединної пло-

щини елемента перед деформуванням; переміщення w  
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точок серединної площини вздовж нормальної коорди-
нати 3x , переміщення 1w  точок лицевих площин 

вздовж нормальної координати, поздовжньої 0
1e  та 

згинної 1
1e  деформацій, трансверсальних деформацій 

зсуву 0
13e  і стиснення 1

13e  та 0
3e , а також для введених 

жорсткісних характеристик: )/()(EhB 2112 να −+=  – 

узагальненої жорсткості на розтяг, 32 /BhD =  – 
узагальненої згинної жорсткості, Ghk ′′=Λ 2  – зсувної 

жорсткості, 221 δννα /)E/E())(( ′′+= , G ′  – транс-

версального модуля зсуву; температурних розтягу-
вального зусилля 0TBN TT β=  і згинного моменту 
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Крайові умови при lx ±=  за шарнірного закріп-

лення пластини на нижніх ребрах торців мають 
вигляд 

0=± )l(N , 0=±±± )l(h)l(u γ ,  

01 =±−± )l(w)l(w , 01 =± )l(Q . (5) 

Рівняння (2) разом із співвідношеннями (3) та (4) і 
крайовими умовами (5) описують термопружний стан 
пластини-смуги, викликаний температурним полем 
T , і явно враховують податливість до трансверсаль-
них зсуву та стиснення. 

2. Відшукання розв’язку задачі. Розглянемо випа-
док рівномірного нагріву пластини-смуги, тобто, коли 

constT =0 , а 01 =T . У цьому випадку система 

розв’язувальних рівнянь після почергової підстановки 
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де константу 1C  слід визначати з крайових умов. 

З рівнянь (6) – (9) при 01 ≡w  отримуємо випадок 

застосування теорії на основі зсувної моделі С.П. 
Тимошенка [8]. Всі характеристики термопружного 
деформування тоді визначаються через функцію 
прогину серединної площини )(xw , для якої маємо 
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Очевидно, що при 0>T  будемо мати вигнуту в 
напрямку осі 3x  пластину, а при 0<T  – ввігнуту. 

Оскільки температурне навантаження 0T  не вхо-

дить у співвідношення термопружності для зсувних 
складових, то ідентичний результат отримаємо також 
для випадку застосування класичної теорії пластин. 

За явного врахування стиснення функція 1w , що 

характеризує зміну довжини нормального елемента, і 

тангенціальне переміщення u  задовольняють систему 
рівнянь (6) – (7), а для прогину серединної площини 
w  та кута повороту нормалі γ  маємо формули 

2
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де сталі 1а  і 2а  визначаємо з другої та третьої 

рівностей в умовах (5). 
Для визначення функції 1w  із системи (6) – (7) 
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З умови симетрії )x(w)x(w 11 =−  та четвертої 

рівності в (5) маємо 00 43 == C,C . 

Для тангенціального переміщення u  точок сере-
динної площини з (6) отримуємо  
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З урахуванням (12) з другої рівності в (5) знахо-
димо коефіцієнт 2а  для виразу (11) 
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Тоді третя рівність в (5) набере вигляду 

0)1(
2

)1(
0

20
1 =+−+− Thl

h

T
a T

T νανα
, 

звідки  

)h/lh(T)(a T 21 2
01 ++= να . 

Таким чином, функція прогину серединної площи-
ни при врахуванні податливості до стиснення набере 
вигляду 
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Результати та їх аналіз. Деформативність пласти-
ни-смуги (максимальний прогин серединної площи-
ни) без врахування податливості до стиснення (кла-
сична та зсувна теорії пластин) визначаємо з (10) 
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Ввівши позначення )()( w/w 12=η  з (17) – (18) 

отримаємо 

2
1

2εη += ,                                 (19) 

де l/h=ε  – параметр тонкостінності. 
Висновки. Урахування податливості до стиснення 

ізотропного матеріалу пластини-смуги спричиняє не-
значне підвищення деформативності (тобто, понижен-
ня жорсткості), оскільки 1>η  завжди (згідно з (19)). У 

подальшому такі дослідження необхідно провести для 
загального випадку трансверсальної ортотропії термо-
пружних характеристик матеріалу та різних крайових 
умов на видовжених торцях. 
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The influence pliability to shear and compression on the deformability uniformly heated of composite plate-strip 
M.V. Marchuk, V.S. Pakosh 
Abstract. The relations of the refined theory of thermoelasticity for the plates-strips pliable to transversal shear and compression are 
obtained. In the case of uniform heating at hinge fixing on the end faces of lower facial plane the analytical solution is found. The 
influence of parameters pliability to shear and compression on deformability is analyzed. 
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