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Аннотация. Рассматриваются формации конечных групп, т.е. классы конечных групп, замкнутые относительно взятия го-

моморфных образов и подпрямых произведений. Пусть   – подгрупповой функтор. Формация F  называется  -замкнутой, 

если со всякой своей группой G  формация F  содержит и все ее  -подгруппы. В статье получено описание строения крити-

ческих  -замкнутых n -кратно  -центральных и n -кратно Ω -композиционных формаций конечных групп. 
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В теории классов конечных групп центральное место 

занимают формации групп, введенные в рассмотрение 

В. Гашюцем в 1963 году [1]. Основные результаты о 

формациях конечных групп представлены в моногра-

фиях Л.А. Шеметкова [2], А.Н. Скибы [3]. При иссле-

довании формаций важную роль играют функциональ-

ные методы. Так, например, в основе определения ло-

кальной формации, введенной в рассмотрение 

В. Гашюцем, лежит понятие экрана – отображения 

множества всех простых чисел во множество всех 

формаций групп, с помощью которого строится ло-

кальная формация. В дальнейшем такие функции стали 

называть спутниками формаций. В 1974 году 

Л.А. Шеметковым были введены в рассмотрение ком-

позиционные формации [4], спутниками которых яв-

ляются отображения множества всех простых групп во 

множество всех формаций групп. В дальнейшем стали 

изучаться частично локальные ( -локальные) и ча-

стично композиционные (Ω -композиционные) форма-

ции (см., например, [5-6]). В 1999 году В.А. Ведерни-

ковым был предложен новый функциональный подход 

к изучению формаций, основанный на использовании 

для формаций новой функции – направления. 

В.А. Ведерниковым были введены в рассмотрение  -

веерные и Ω -расслоенные формации [7-8]. При этом 

 -локальная формация представила собой один из 

видов  -веерной формации, а Ω -композиционная 

формация – один из видов Ω -рас-слоенной формации. 

Еще одним важным видом  -веерных формаций яв-

ляются изучаемые в настоящей работе  -центральные 

формации, направление которых коллинеарно направ-

лению Ω -композиционной формации. 

Теория подгрупповых функторов как самостоятель-

ное направление в рамках теории групп берет свое 

начало в работах Р. Бэра [9] и Б.И. Плоткина [10]. Од-

нако особенно интенсивно данная теория стала разви-

ваться в последние годы в связи с обнаружением тес-

ной связи между подгрупповыми функторами и клас-

сами групп. Так, например, А.Н. Скибой в монографии 

[3] метод подгрупповых функторов применен к изуче-

нию свойств локальных формаций, замкнутых относи-

тельно систем подгрупп, выделяемых подгрупповыми 

функторами. В [11] С.Ф. Каморниковым и М.В. Сель-

киным представлена классификация подгрупповых 

функторов и разработаны связи подгрупповых функто-

ров с различными классами групп. В частности, инте-

рес в данном направлении представляют  -замкнутые 

классы групп. Пусть   – подгрупповой функтор. Класс 

групп F  называется  -замкнутым, если со всякой сво-

ей группой G  класс F  содержит и все  -подгруппы 

группы G . Настоящая статья посвящена изучению 

критических  -замкнутых n -кратно  -центральных и 

критических  -замкнутых n -кратно Ω -композицион-

ных формаций конечных групп. 

Рассматриваются только конечные группы. Основ-

ные определения и обозначения можно найти в [7-8, 

11-13]. Приведем лишь некоторые из них. Пусть   – 

отображение, ставящее в соответствие каждой группе 

G некоторую непустую систему )(G  ее подгрупп. 

Говорят, что   – подгрупповой функтор, если 

)()(   GG   для любого изоморфизма   каждой 

группы G. Подгрупповой функтор   называется регу-

лярным, если выполняются следующие два условия:  

1) из того, что N – нормальная подгруппа группы G и 

)(GM  , следует )/(/ NGNMN  ; 

2) из )/(/ NGNM   следует )(GM  (см., например, 

[11]). 

Формация F  называется  -замкнутой, если из 

FG  всегда следует, что F)(G  [11]. 

1. Критические  -замкнутые n -кратно  -

центральные формации конечных групп 

Пусть P  – множество всех простых чисел, 

P⊆≠О  , 
G  – класс всех  -групп, то есть таких 

групп G, что  )(G , где )(G  – множество всех 

простых делителей порядка группы G; )(GO
 – 

G -

радикал группы G; 
qG  – класс всех q -групп; 

cpS  – 

класс всех групп, у которых каждый главный p-фак-

тор централен;    группформацииf  :  и 

 Фиттингаформациинепустые→:P  - соот-

ветственно F -функция и FRP -функция. Формация 

),(  fF =(G: )()(/ 
 fGOG  и )(/ )( pfGG p   для 

всех )(Gp  ) называется  -веерной форма-

цией с  -спутником f и направлением   [8]. Направ-

ление    -веерной формации называется bp-

направлением, если оно является b-направлением, т.е. 

)()( qq q  N  для любого Pq ; и является p-направ-
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лением, т.е. )()( qqq  G  для любого Pq . Через 

3  обозначается направление  -центральной форма-

ции, то есть 
cpp S)(3  для всех Pp  [8].  

Пусть   – некоторая FRP -функция. Подгрупповой 

функтор   называется  -радикальным, если для вся-

кой группы G и для всякой )(GN   справедливо 

равенство
)()( pp NNG   , для всех Pp . Пусть   – 

подгрупповой функтор.  -спутник f  -веерной фор-

мации называется  -замкнутым, если для любого 

  p  формация )(pf  является  -замкнутой.  

Пусть   – произвольная FRP -функция,  0Nn . 

Всякую формацию считают 0-кратно  -веерной с 

направлением  . При 0n  формация F  называется 

n-кратно  -веерной с направлением  , если F  имеет 

хотя бы один )1( n -спутник, то есть такой  -спут-

ник, все значения которого являются (n-1)-кратно  -

веерными формациями с направлением  . Отметим, 

что впервые данная концепция для формаций была 

предложена А.Н. Скибой, а именно, в 1987 году 

А.Н. Скиба ввел в рассмотрение понятие n -кратно 

локальной формации [14]. 

Через ),(  XnF  обозначается  -замкнутая n-

кратно  -веерная формация с направлением  , по-

рожденная множеством групп X , ),( 


XnF  – n-крат-

но  -веерная формация с направлением  , 

обладающая хотя бы одним  -замкнутым  -

спутником, по-рожденная множеством групп X . 

Формацию ),( 3 XnF  обозначают через )(XnZ . 

Пусть   – bp-направление  -веерной формации, 

3  ,   – регулярный  -радикальный подгрупповой 

функтор, X  – совокупность групп. Тогда, ввиду леммы 

1 [15], справедливо равенство ),(  XnF  = ),( 


XnF . 

Пусть H  – некоторый класс групп, Nn .  -зам-

кнутая n-кратно  -веерная формация F  с направле-

нием   называется  n
H -критической формацией, 

если F⊆ H , но все собственные  -замкнутые n-крат-

но  -веерные подформации с направлением   из F  

в классе H  содержатся. Общая проблема изучения H

 -критических формаций впервые была поставлена 

Л.А. Шеметковым в 1980 году [16]. Исследованием 

критических локальных,  -локальных, n-кратно  -

локальных формаций занимались А.Н. Скиба и его 

ученики (см., например, [17]). Отметим, что в работе 

[15] содержатся результаты о критических  -зам-

кнутых  -веерных формациях, а в работе [18] – ре-

зультаты о критических  -замкнутых Ω -расслоен-

ных формациях. В следующей теореме изучается 

строение критических  -замкнутых n-кратно  -

центральных формаций конечных групп.  

Теорема 1. Пусть Nn ,   – регулярный 
3 -ради-

кальный подгрупповой функтор, H  – непустая  -

замкнутая  -центральная формация с максималь-

ным внутренним  -спутником h, F  –  -замкнутая 

n-кратно  -центральная формация с минимальным 

 -замкнутым )1( n -спутником f. Если формация F  

является 
3 n

H -критической, то F = )(GZn , где G 

– монолитическая группа с монолитом HGP  , 

причем если  )(P , то формация )(pf  является 

3
)1(

)( 
n

ph -критической для некоторого )(Pp  , а 

если  )(P , то )(f  является 
3

)1(

)( 
n

h  -крити-

ческой формацией.  

Доказательство. Пусть F  – 
3 n

H -критическая 

формация и G – группа наименьшего порядка из H\F . 

Тогда G является монолитической группой с моноли-

том HGP   и F = )(GZn . По лемме 2 [19] 

))(/()(
)1(

GOGZf
n

  , )/()(
)1( cp

GGZpf
n

S , 

для всех )(Gp   и O)( pf , если )(\ Gp  . 

Согласно теореме 6 [13] H)(h  и для любого p  

справедливо )()()( 1 phphph pp NN  , где 1h  – произ-

вольный внутренний  -спутник формации H . Ввиду 

доказательства леммы 1 [15], h  является  -замкну-

тым  -спутником формации H . 

Пусть  )(P . Если )()( qhqf   для любого 

)(Pq  , то )(⊆)(∈/ qhqfGG
cqS  для всех )(Pq  . 

Поскольку HPG /  и )(GOP  , то H)(/ GOG 

)( h  и, согласно лемме 2 [13] HG , что 

невозможно. Поэтому )()( phpf   для некоторого 

)(Pp  .  

Пусть )(ph . Тогда )(Hp  и HpZ . Так как 

)(Gp  , то )(pf  и по лемме 7 [13] 

FN ⊆)(pfZ pp  . Таким образом, H\FpZ , и поэтому 

pZG  . Кроме того, 
cppp ZZ S)(  и, значит, )1()( pf  

- 
3

)1(

)( 
n

ph -критическая формация.  

Пусть )(ph  и M  – собственная  -замкнутая (n-

1)-кратно  -центральная подформация из )(pf . 

Предположим, что )(phM  и M – группа минималь-

ного порядка из )(\ phM . Тогда M - монолитическая 

группа с монолитом )( phMR  . Если )(MOR p , то 

)()( phphM p N , что невозможно. Поэтому 

1)( MOp
 и по лемме 18.8 [20] существует точный 

неприводимый ][MFp -модуль K. Пусть T=[K]M. 

Тогда группа T монолитична с монолитом  )(KCK T
 

cp
TS . Ввиду леммы 7 [13], FNMN  )(pfT pp , и 

значит, ⊆)(TZn F . Если )(TZn F , то )(pf

)/(
)1( cp

TTZ
n

S = M⊆)(
)1(

MZ
n

 , что невозможно. 

Поэтому ⊂)(TZn F , и значит, ⊆)(TZn H . Тогда 

)(∈/ phTT
cpS

 и )(∈ phM , что невозможно. 

Следовательно, )(phM  и формация )( pf  является 

3
)1(

)( 
n

ph -критической.  
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Пусть  )(P . Тогда )(GOP   и  (  )   

)()(
)1(

  hGZ
n

H . Пусть M  – собственная  -

замкнутая (n-1)-кратно  -центральная под-формация 

из )(f  и )(1 MM nZ . Тогда FM 1
. Если FM 1

, 

то )(⊂⊆)∈:)(/()(
)1(

 
 fMMOMZf

n
MM . Про-

тиворечие. Следовательно, FM 1
, и значит, HM 1

. 

Поэтому )( hHM  и формация )(f  является 

3
)1(

)( 
n

h  -критической. Теорема доказана. 

2. Критические  -замкнутые n -кратно Ω -

композиционные формации конечных групп 

Пусть I  – класс всех простых групп, Ω  – непустой 

подкласс класса I , 
ΩG  – класс всех Ω -групп, то есть 

таких групп G, что ΩGK ⊆)( , где )(GK  – класс всех 

групп, изоморфных композиционным факторам 

группы G; 
AG  – класс всех A -групп; 

ZpS  – класс всех 

групп, у которых каждый главный pZ -фактор центра-

лен; )(GOΩ
 – 

ΩG -радикал группы G;  →∪: ΩΩf   

 группформации и →:I {непустые формации 

Фиттинга} -соответственно FΩ -функция и FR -

функция. Формация ),( fFΩ =(G: )(∈)(/ ΩfGOG Ω
  и 

)(∈/ )( AfGG A  для всех )(∩∈ GKΩA ) называется 

Ω -расслоенной формацией с Ω -спутником f и 

направлением   [7]. Направление   Ω -расслоенной 

формации называется br-направлением, если оно 

является b-направлением, т.е. )()( AA A  G  для 

любой абелевой группы I∈A ; и является r-

направлением, т.е. )()( AAA  G  для любого I∈A . 

Через 3  обозначается направление Ω -композицион-

ной формации, то есть cAA S)(3  для всех I∈A  [7].  

Определение  -радикального подгруппового 

функтора,  -замкнутого Ω -спутника Ω -расслоен-

ной формации, n-кратно Ω -расслоенной формации, 

 nΩ
H -критической формации формулируются анало-

гично соответствующим определениям из пункта 1. 

Отметим лишь, что  -замкнутая n-кратно Ω -компо-

зиционная формация с направлением  , порожденная 

множеством групп X , обозначается через )(XnСΩ . 

В следующей теореме описывается строение 

критических  -замкнутых n-кратно Ω -композицион-

ных формаций конечных групп.  

Теорема 2. Пусть Nn ,   – регулярный 
3 -ради-

кальный подгрупповой функтор, H  – непустая  -

замкнутая Ω -композиционная формация с макси-

мальным внутренним Ω -спутником h, F  –  -зам-

кнутая n-кратно Ω -композиционная формация с м-

инимальным  -замкнутым Ω(n-1)-спутником f. Если 

формация F  является 
3 nΩ

H -критической, то F =

)(GCΩ n , где G – монолитическая группа с моноли-

том HGP  , причем если ΩPK ⊆)( , то формация 

)(Af  является 
3

)1(

)( 
n

ΩAh -критической для некото-

рого )(∈ PKA , а если ΩPK ⊆)(  , то )(Ωf   является 

3
)1(

)( 
n

ΩΩh  -критической формацией.  

Доказательство. Пусть F  – 
3 nΩ

H -критическая 

формация и G – группа наименьшего порядка из H\F . 

Тогда G является монолитической группой с моноли-

том HGP   и F = )(GCΩ n . Тогда 

))(/()(
)1(

GOGCΩΩf Ω
n

 , )/()(
)1( cA

GGCΩAf
n

S , 

для всех )(∩∈ GKΩA  и O)( Af , если )(\∈ GKΩA . 

Согласно теореме 1 [12] H)(Ah  для любого 

   A\∈ ΩΩA   и для всех AΩA∈ справедливо 

)()()( AhAhAh AA
 GG , где h  – произвольный внут-

ренний Ω -спутник формации H .  

Пусть ΩPK ⊆)(  . Тогда: 

1)( GOΩ
 и )(⊆)()(

)1(
ΩhGCΩΩf

n

 H . 

Пусть M  – собственная  -замкнутая (n-1)-кратно Ω -

расслоенная подформация из )(Ωf   и )(1 MM nCΩ . 

Тогда FM 1
. Если FM 1

, то  

)(⊂⊆)∈:)(/()(
)1(

ΩfMMOMZΩΩf Ω
n

 MM . 

Противоречие. Следовательно, FM 1
, и значит, 

HM 1
. Поэтому )(⊆ Ωh HM  и формация )(Ωf   яв-

ляется 
3

)1(

)( 
n

ΩΩh  -критической.  

Пусть ΩPK ⊆)(  и )(∈ PKA . Если A∈A , то 

)()(
)1(

GCΩAf
n

 , H)(Ah  и поэтому )(⊆)( AhAf  . 

Как и выше, нетрудно проверить, что всякая соб-

ственная  -замкнутая (n-1)-кратно Ω -расслоенная 

подформация из )(Af  содержится в )(Ah . Следова-

тельно, в этом случае )(Af  - 
3

)1(

)( 
n

ΩAh -критическая 

формация. 

Пусть группа A  изоморфна 
pZ . Тогда O∩ AΩ . 

Пусть }∈|∈{ ΩZq qP . Используя следствие 4.2 

[13], получаем, что F  - 
3 n

H -критическая формация 

и по теореме 1 формация )(1 pf  является 
3

)1(

)(1 
n

ph -

критической, где 
1f - минимальный  -замкнутый 

)1( n -спутник формации F , 
1h - максимальный вну-

тренний )1( n -спутник формации H . Отметим, что, 

согласно лемме 1 [15], )/()(
)1(

1 cp
GGZpf

n
S  и по 

теореме 1 [12] )()()( 111 phphph pp
 NN , где 1h  – 

произвольный внутренний  -спутник формации H . 

Ввиду следствия 4.2 [13], )()(1 pZfpf   и )()(1 pZhph  .  

Отсюда, снова используя следствие 4.2 [13], 

получаем, что формация )( pZf  является  

3
)1(

)( 
n

ΩpZh -критической. Теорема доказана. 
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formations of finite groups 
Abstract. We consider the formations of finite groups, i.e. classes of finite groups closed under homomorphic images and subdirect 
products. Let   - subgroup functor. A formation F  is called  -closed if the formation F  with each of its group includes all of its  -

subgroups. In this paper a description of the structure of the critical  -closed n -multiply  -central and n -multiply Ω -
compositional formations of finite groups. 
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