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Вступ. Геометрія навчає учнів правильному сприйман-

ню навколишнього світу. У порівнянні з планіметрією 

стереометрія має для цього більше можливостей. 

Йдеться про розвиток логічного мислення, формування 

просторових уявлень, формування навичок застосуван-

ня геометрії до розв’язання практичних завдань. 
Відповідно до Державного стандарту базової і пов-

ної загальної середньої освіти в шкільному курсі стере-

ометрії виокремлено дві основні змістові лінії: 

1) геометричні фігури та їх властивості; 2) геометричні 

величини, їх вимірювання та обчислення [1]. Основни-

ми об’єктами вивченням в просторі є точка, пряма, 

площина, двогранний кут, призма, циліндр, конус, пі-

раміда, многогранник, куля, сфера тощо. 

У 11 класі під час вивчення теми «Об’єми та площі 

поверхонь геометричних тіл» учні знайомляться з по-

няттям «об’єм тіла» та основними властивостями 
об’ємів [2]. Зокрема, уточнюється, що така властивість 

геометричних фігур, як об’єм, притаманна не всім фі-

гурам, а лише просторовим геометричним тілам. Хоча 

в підручниках з геометрії поняття просторового геоме-

тричного тіла чітко не рокривається. Замість означення 

цього поняття в шкільному курсі математики найчас-

тіше наводяться різні пояснення описового характеру. 

Наприклад, в дворівневому підручнику з геометрії для 

10 класу, автор Нелін Є.П., говориться: «Деякі фігури в 

просторі ще називають тілами. Наочно геометричне 

тіло можна уявити собі як частину простору, що займає 

фізичне тіло, обмежене деякою поверхнею» [3]. 
Спроби дати означення поняття просторового геоме-

тричного тіла можна знайти в підручниках з геометрії: 

1) для 11 класу, автори Бевз Г.П., Бевз В.Г., Владі-

мірова Н.Г., Владіміров В.М.: «Обмежена просторова 

область разом з усіма її граничними точками назива-

ється геометричним тілом; множина всіх її граничних 

точок – поверхнею цього геометричного тіла» [4]; 

2) для 9-10 класів, автори Александров О.Д., Вер-

нер А.Л., Рижик В.І.: «Тілом називається фігура в 

просторі. яка має дві властивості: 1) вона має внутрі-

шні точки, і будь-які дві з них можна з’єднати лама-
ною (або відрізком), який повністю належить фігурі, 

тобто складається із внутрішніх точок; 2) фігура міс-

тить свою межу, і її межа співпадає з межею її внут-

рішності. Межа тіла називається його поверхнею» [5]; 

3) для 10-11 класів, автор Атанасян Л.С. та ін.: «Ге-

ометричним тілом (або просто тілом) називають об-

межену зв’язну фігуру в просторі, яка містить всі свої 

граничні точки, причому в околі будь-якої граничної 

точки знаходяться внутрішні точки фігури» [6]. 

У даній статті ми пропонуємо визначення поняття 

просторового геометричного тіла, яке можна, на наш 

погляд, включити в шкільний курс стереометрії сере-

дньої школи на поглибленому рівні вивчення даного 

предмета. 

Для цього задіяно такі необхідні математичні по-
няття, як: площина, простір; геометрична фігура; сфе-

ра, куля та окіл точки; відрізок; ламана; обмежена 

фігура; внутрішня точка і внутрішність; межова точка 

і межа геометричної фігури. 

Поняття геометричної фігури, сфери, кулі та 

околу точки. У геометрії під геометричною фігурою, 

або просторовою фігурою, або просто фігурою, розу-

міють будь-яку множину (сукупність) Ф точок просто-

ру. Найпростішою геометричною фігурою є точка. З 

точок складаються всі інші геометричні фігури, напри-

клад, відрізок, пряма, площина, призма, циліндр тощо. 
Зі шкільного курсу планіметрії учням відомо, що 

відстань між двома точками прямої чи площини – це 

довжина відрізка, який сполучає ці точки. 

Якщо точки простору позначати великими латин-

ськими літерами A, B, C, …, а відстань між двома да-

ними точками A і B цього простору позначати AB , 

то відрізком АВ можна назвати множину всіх точок Х 

даного простору, для яких ABXBAX  . 

До найважливіших фігур простору, зокрема, нале-

жать: 1) сфера; 2) куля; 3) відкрита куля з центром у 

даній точці О і заданим радіусом r > 0. Так називають 

множини точок простору, для кожної з яких відстань 

від точки О відповідно: 1) дорівнює r; 2) не переви-

щує r; 3) є меншою за r. 
При цьому можна позначати: 

– S(О; r) – сфера з центром у точці О і радіусом r; 

– К(О; r) – куля з центром у точці О і радіусом r, 

яку також називають замкненою кулею; 

– U(О; r) – відкрита куля з центром у точці О і ра-

діусом r, яку також називають околом (або r – око-

лом) точки О (рис. 1). 

На рисунку 2 зображено фігуру Ф, яка складається 

з усіх точок кулі К );( rO , крім точки D , яка є точкою 

дотику кулі і площини  , всіх точок площини   

(крім точки D ) та точки С , яка не належить ні кулі 

К );( rO , ні площині  .  

Просторову фігуру Ф називають обмеженою, якщо 

вона є частиною деякої кулі. 

Приклади: 

1. Фігури, подані на рисунках 1, є обмеженими. 

2. Фігура Ф (рис. 2) – не є обмеженою. 
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Рис. 1. Обмежені фігури Рис. 2. Необмежена фігура 

 
Класифікація точок простору стосовно даної фігу-

ри. Нехай задано простір і деяку фігуру Ф в ньому. 

Тоді довільну фіксовану точку простору називають: 
1) внутрішньою точкою фігури Ф, коли існує окіл цієї 

точки, усі точки якого належать фігурі Ф; 

2) зовнішньою точкою фігури Ф, коли існує окіл цієї 

точки, у якому немає жодної точки фігури Ф; 

3) межовою точкою фігури Ф, коли будь-який окіл 

цієї точки містить у собі як точки фігури Ф, так і 

точки, що не належать фігурі Ф; 

4) граничною точкою фігури Ф, коли будь-який окіл 

цієї точки містить у собі безліч точок фігури Ф; 

5) ізольованою точкою фігури Ф, коли існує окіл цієї 

точки, у якому лише ця точка належить фігурі Ф. 

Приклади: Якщо Ф – фігура, що зображена на рис. 2, то: 

1) кожна точка відкритої кулі  rОU ,  і ніяка інша є 

внутрішньою точкою фігури Ф; 

2) кожна точка, що не належить ні кулі  rОК , , ні 

площині   та відмінна від точки С, є зовнішньою 

точкою фігури Ф; 

3) кожна точка, що належить сфері S(О; r) або площи-

ні  , а також точка С є межовою точкою фігури Ф; 

4) кожна точка, що належить до кулі К(О; r) або до 

площини  , зокрема і точка D, є граничною точ-

кою фігури Ф; 
5) єдиною ізольованою точкою фігури Ф є точка С. 

З наведених вище означень слідує, що: 

1) внутрішня точка та ізольована точка фігури Ф зав-

жди належать цій фігурі; 

2) зовнішня точка фігури Ф не належить їй; 

3) межова точка та гранична точка фігури Ф можуть 

належати, а можуть і не належати фігурі Ф. 

Легко переконатися, що для довільної точки прос-

тору і для заданої в ньому фігури Ф можливий один і 

лише один з трьох випадків: 

1) ця точка є внутрішньою точкою фігури Ф; 
2) ця точка є зовнішньою точкою фігури Ф; 

3) ця точка є межовою точкою фігури Ф. 

Окрім цього для точки, яка не є зовнішньою стосо-

вно даної фігури Ф, можливий один і лише один з 

двох випадків: 

4) дана точка є граничною точкою фігури Ф; 

5) дана точка є ізольованою точкою фігури Ф. 

Стосовно довільної точки даної фігури Ф можли-

вий один і лише один з двох випадків: 

6) дана точка є внутрішньою точкою фігури Ф; 

7) дана точка є межовою точкою фігури Ф. 

Множину G(Ф) усіх внутрішніх точок фігури Ф на-
зивають внутрішністю фігури Ф, а множину S(Ф) усіх 

межових точок фігури Ф називають межею фігури Ф. 

Об’єднання фігури Ф з її межею називають замикан-

ням даної фігури і позначають Ф . 
Приклади: 

1. Якщо  rОКФ ;  або  rОUФ ; , то внутріш-

ність кожної з цих фігур  rОUФG ;)(  , межа 

 rОSФS ;)(  , а замикання кожної з цих фігур 

);( rОКФ  . 

2. Якщо  rОSФ ; , то )(ФS ФФ  , а   ФG  Ø. 

Відкриті і замкнені фігури, області і замкнені 

області. Стосовно межі S(Ф) даної фігури Ф можли-

вий один і лише один з трьох випадків: 

1) S(Ф)  Ф, тобто кожна точка межі S(Ф) є також 

точкою фігури Ф і тоді фігуру Ф називають за-

мкненою; 

2) S(Ф)   Ф = Ø, тобто кожна точка межі S(Ф) не є 

точкою фігури Ф, і тоді фігуру Ф називають відк-

ритою; 

3) S(Ф)   Ф  Ø і S(Ф)  Ф, тобто деякі точки межі 

S(Ф) є точками фігури Ф, а деякі ні, і тоді фігура Ф 

не є замкненою, а також не є відкритою. 

Приклади: 

1. Замкненими фігурами є: кожен простір та порожня 

фігура; кожна фігура, яка складається з скінченної 
множини точок; об’єднання скінченної кількості 

замкнених фігур, зокрема об’єднання скінченної 

кількості прямих або площин; кожна куля і сфера 

та кожен многогранник; замикання кожної фігури. 

2. Відкритими фігурами є: кожен простір і порожня 

фігура; відкрита куля; об’єднання скінченної та 

зчисленної кількості відкритих фігур (зокрема від-

критих куль); внутрішність будь-якої фігури, зок-

рема внутрішність будь-якого многогранника. 

3. Ані замкненими, ані відкритими фігурами є: зви-

чайна куля, з якої вилучено одну межову точку; 
звичайна відкрита куля, до якої долучено одну ме-

жову точку; многогранник, з якого вилучено одну 

вершину; сукупність точок координатного просто-

ру з раціональними координатами. 

Відкриту фігуру Ф називають областю, коли будь-

які дві точки цієї фігури можна сполучити ламаною, 

що цілком міститься у цій фігурі. При цьому, відкриту 

фігуру Ф називають також лінійно зв’язною. 

Приклади: 

1. Будь-яка відкрита куля є областю, а об’єднання 

двох відкритих куль без спільних точок є відкри-

тою фігурою, проте не є областю, оскільки не є лі-
нійно зв’язною. 

2. Внутрішність будь-якого многогранника є областю. 

3. Куля не є областю, оскільки не є відкритою фігу-

рою. 
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Просторове геометричне тіло та його поверхня. 

Геометричну фігуру Ф простору називають просто-

ровим геометричним тілом, якщо вона є замиканням 

деякої області G, тобто ).(GSGGФ  При цьому 

обов’язково внутрішність Ф співпадає з G, межа S(Ф) 

= S(G) і цю межу називають поверхнею тіла Ф. 
Приклади: 1. Куля є тілом, а сфера та відкрита куля 

не є тілом. 2. Кожен многогранник є тілом, а 

об’єднання двох многогранників може бути тілом, а 

може і не бути. 

Геометричні тіла можуть бути обмеженими і необ-

меженими. Прикладами обмежених геометричних тіл 

у тривимірному просторі є призма, піраміда, куля, 

конус, циліндр тощо (рис. 3), а необмеженими – тіле-

сний багатогранний кут, півпростір, частина просто-

ру, обмежена двогранним кутом (включаючи цей кут) 

тощо (рис. 4). 

a) b) c) 
 

d)         e) 

 
Рис. 3. Обмежені тривимірні геометричні тіла 

 

a) b) 

 

c) 
Рис. 4. Необмежені тривимірні геометричні тіла 

 

Просторова фігура (зокрема тіло) називається опук-

лою, якщо будь-які дві її точки можна з’єднати відріз-

ком, який цілком міститься у цій фігурі. 

Опуклими геометричними тілами у просторі бу-

дуть призма, піраміда, циліндр, конус, куля, зображе-

ні на рис. 3. Приклади неопуклих тіл (зірчастих) зо-

бражено на рис. 5 (a, b, c). Призма і піраміда, основа-
ми яких є неопуклі многокутники, також є не опукли-

ми тілами (рис. 5, d, e). 

a) b) c) 

 

d)     e) 

 
Рис. 5. Неопуклі геометричні тіла 

 

Критерій просторового геометричного тіла та 

пов’язаний з ним алгоритм дослідження геометрич-

ної фігури. 
З означення просторового геометричного тіла ви-

пливає, що геометрична фігура Ф є тілом тоді й тільки 

тоді, коли виконуються умови: 

– межа фігури Ф співпадає з межею її внутрішності та 

міститься у Ф; 

– будь-які дві внутрішні точки фігури Ф можна спо-

лучити ламаною, усі точки якої є внутрішніми точ-

ками Ф. 

Це твердження також можна вважати означенням 

просторового геометричного тіла і воно є еквівалент-

ним означенню, наведеному вище. 
На основі даного твердження можна скласти алго-

ритм перевірки, чи є дана геометрична фігура Ф прос-

торовим тілом, чи ні: 

1. Знайти межу S(Ф) та внутрішність G(Ф) даної гео-

метричної фігури Ф. 

2. Якщо межа S(Ф) не міститься у фігурі Ф, перейти 

на пункт 7. 

3. Якщо G(Ф)=Ø, тобто фігура Ф не має внутрішніх 

точок, перейти на пункт 7. 

4. Якщо внутрішність G(Ф) фігури Ф не є лінійно 

зв’язною, перейти на пункт 7. 
5. Якщо межа внутрішності G(Ф) не співпадає з ме-

жею фігури Ф, перейти на пункт 7. 

6. Зафіксувати, що фігура Ф є просторовим геометри-

чним тілом з поверхнею S(Ф) і перейти на п. 8. 

7. Зафіксувати, що фігура Ф не є просторовим геомет-

ричним тілом. 

8. Якщо існує куля, що містить фігуру Ф, то зафіксу-

вати, що фігура Ф обмежена і перейти на пункт 10. 

9. Зафіксувати, що фігура Ф необмежена.  

10. Якщо відрізок АВ міститься у фігурі Ф для будь-

яких точок А і В цієї фігури, то зафіксувати, що фі-

гура Ф опукла і перейти на пункт 12. 
11. Зафіксувати, що фігура Ф не є опуклою. 

12. Завершити роботу. 

Блок схему наведеного алгоритму зображено на 

рис. 6. 
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Рис. 6. Алгоритм дослідження геометричної фігури 

 
Висновки. Запропонований спосіб введення чіткого 

означення поняття просторового геометричного тіла 

та пов'язаний з ним алгоритм дослідження геометрич-

ної фігури, на нашу думку, цілком доступний і може 

бути корисним більшості учнів школи, оскільки розк-
риває сутність простих і водночас важливих і в теорії, 

і в житті таких математичних понять, як: 

• внутрішня точка та внутрішність фігури; 

• межова точка та межа фігури; 

• лінійна зв’язність фігури. 

Його можна реалізувати в курсі стереометрії старшої 

школи перед вивченням теми «Об'єми та площі пове-

рхонь геометричних тіл». Зміст такого матеріалу 

є певним узагальненням змістової лінії «Геометричні 

фігури і їх властивості» та основою для вивчення но-
вої змістової лінії «Геометричні величини, їх вимірю-

вання та обчислення». 

Для математично обдарованих учнів цей спосіб мо-

жна поглибити і розширити на заняттях гуртка, факу-

льтативу чи окремо вибраного елективного курсу. 
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Shvets V.A., Snigur T.A. The concept of spatial geometric body in the school course of stereometry 
Abstract. The article describes an approach to the interpretation of the concept of "spatial geometric body"; criterion is formulated 
spatial geometric body and algorithm research geometric shape. 


