
Мельник В., Бліндер Ю., Мендель В. 

Математичний формалізм трансформації радіоекологічного стану території із застосуванням 

матриць Маркова і РЕМ-мікроскопії 
_____________________________________  

Мельник Володимир Миколайович, професор, доктор технічних наук, завідувач кафедри 

Бліндер Юрій Степанович, кандидат технічних наук, доцент 

Мендель Вадим Павлович, Інженер 

кафедра геодезії, землевпорядкування та кадастру 

Східноєвропейський національний університет імені Лесі Українки, м. Луцьк, Україна 
 

Анотація. Розглянуті із загальних математично-формалістичних позицій питання трансформації в часі радіоекологічного 

стану враженої території. Показано, що подібні трансформації відповідають марковським процесам, які пропонується хара-

ктеризувати матрицями Маркова. Дано прогнозний алгоритм у вигляді системи матричних рівнянь калманівського типу. 

Пропонується інтегрована радіоекологічна оцінка із застосуванням сучасної РЕМ-мікроскопії. 
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Вступ. Внаслідок міграції радіонуклідів (PH), які пот-

рапили в ґрунт, відбувається їх перерозподіл як у гли-

бину ґрунту, так і горизонтально, що є причиною над-

ходження їх у рослини, у ґрунтові води та у водой-

мища [1-5]. Відомо, що вертикальну міграцію РН зу-

мовлюють такі процеси: фільтрація атмосферних опа-

дів углиб ґрунту; капілярне підтікання вологи до по-

верхні в результаті випаровування; термоперенесення 

вологи під дією градієнтного перерозподілу темпера-

тури; рух та дифузія вільних і адсорбованих іонів, а 

також перенесення на мігруючих колоїдних частинках 

і кореневими системами рослин та ін. [6-10].  

Важливу роль відіграє концентрація солей у ґрун-

тових розчинах, яка може змінюватись у 10 разів і 

більше, а із зростанням концентрації ґрунтового роз-

чину суттєво (в 5-14 рази) збільшується коефіцієнт 

фільтрації [11]. 

Важливим фактором є кислотність ґрунту. Залежно 

від мінералогічного складу, вмісту гумусу, активності 

мікроорганізмів та інших чинників, властивості ґрун-

тового розчину у різних ґрунтах можуть бути різними 

(для більшості ґрунтів рН=3.5-9.0). Вміст органічних 

речовин коливається від 1-2% в сіроземах до 10-12% у 

потужних чорноземах [12]. 

Міграція радіонуклідів, що потрапляють в ґрунт, 

залежить і від густини трав'яного покриву. Якщо рос-

линність густа, то в землю потрапляє лише 20% ра-

діонуклідів, а інші 80% включаються в процес мігра-

ції, який триває 1-5 років. Описаний механізм верти-

кальної міграції РН є по суті агрохімічним.  

Проте міграцію РН можна описати і на основі на-

ступних чотирьох процесів: конвекції, яка відображає 

направлене перенесення потоку маси; дисперсійно-

дифузійного процесу; сорбції-адсорбції із повним 

спектром можливих фізико-хімічних взаємодій між 

РН та ґрунтом і механічне перенесення РН, сорбова-

них на інертних носіях. 

Така спрощена механіко-детерміністична концеп-

ція базується на припущенні, що всі фізико-хімічні 

процеси, що керують міграцією РН в ґрунті, можуть 

бути строго описані. Більш реалістичною моделлю 

поширення радіонуклідів і радіоекологічного стану 

території є стохастична імовірнісна модель. Інтерпре-

тація процесів поведінки хімічних сполук у ґрунтово-

му покриві отримала найбільше застосування [13]. 

Аналіз останніх наукових досліджень. Продовжу-

ючи започатковані в [6, 8] дослідження та аналізуючи 

[7, 14] можна зробити висновок про їхню актуальність 

та перспективність. Тема статті відповідає тематиці 

загальнодержавної концепції "Національної програми 

охорони земель" та тісно пов’язана з держтемою: "Дос-

лідження сучасного стану та розробка засобами ГІС-

технологій і РЕМ-мікроскопії засад раціонального зем-

лекористування ерозійно-деградованих земель Волин-

ської височини" (держреєстраційний номер 

0111U002146), що виконувалась на кафедрі геодезії, 

землевпорядкування та кадастру Волинського націона-

льного університету імені Лесі Українки (2011-2012р.). 

Мета даної роботи полягає у дослідженні можливо-

сті використання марковських властивостей (матриць 

Маркова) в оцінці радіоекологічного стану уражених 

територій, розробці математичного формалізму тако-

го підходу. 

 

Виклад основного матеріалу 

І. Використання матриць Маркова при оцінці ра-

діоекологічного стану територій. Нехай на певний 

момент часу 0t  відомий радіоекологічний стан ура-

женої території. Щоб визначити стан середовища в 

момент часу NttN  0 , змоделюємо окремі зміни 

станів для моментів rt  і 1rt лінійним операторним 

рівнянням [15, 16] 

)()()( 1 iQKiQ rr tt      (1) 

або спрощено 

1 rr QKQ    (2) 

де K  – лінійний оператор )(K  при фіксованому  . 

Очевидно стан середовища для моменту Nt  матиме 

вигляд: 

)))((( 0  KQKKQN  , 

або в більш компактній формі 

0QKQ N

N  .   (3) 

Операторне рівняння (3) має властивість марковсь-

ких ланцюгів, для яких справедливе наступне поло-

ження: незалежно від початкового стану 0Q  послідо-

вність наступних станів, яким властиве співвідношен-

ня (2), має певний граничний стан Q , тобто 
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При цьому 

)1()(   iQKiQ ,   (4) 

або в дискретній формі 

 

i

0 )()(Q
i

iQi , 

що відповідає стану рівноваги. 

Проте у випадку дії додаткових зовнішніх джерел 

впливу стан рівноваги порушується. Позначимо через 

)(iPr  оператор зовнішніх впливів. Тоді співвідношен-

ня (2) матиме вигляд: 

)()()( 1 iPKjQiQ r

j

ijrr    

або 

rrr PQKQ  1 .  (5) 

Але в цьому випадку можлива невизначеність, то-

му для повноти моделі (5) необхідно вказати способи 

подолання статистичної невизначеності вихідного 

матеріалу і дати математичний апарат імовірнісного 

інтерполювання просторових значень трансформацій 

радіоекологічного стану середовища [17,18]. 

Обмежимося для простоти одновимірним випад-

ком. Зробимо такі припущення: нехай багатовимірний 

стан радіоекологічного стану описується векторами: 

 iXX  ,  TkxxxX ,...,, 21  (6) 

і вектором емпіричних вимірів  iZZ  . З вектора 

 iX  виділяється  mxxx ,..,, 21  перших m  значень X , 

де m  – вимірний вектор, що функціонально не пов'я-

заний з координатами km xx ,...,1 . 

В загальному досліджувана система може описува-

тися такими двома матричними рівняннями: 

,

,1

nnn

nnn

vHXZ

XX



  
  (7) 

де  ,,  – залежить від часу;  n  – номер ітера-

ції, n  – гаусівська випадкова послідовність з нульо-

вим математичним очікуванням. 

Матриця   для одновимірного випадку є матри-

цею-стовпцем з одним ненульовим елементом, тому 

другим доданком в першому рівнянні системи (7) мо-

жна нехтувати. 

З врахуванням зроблених припущень перше рів-

няння системи (7) для n -нної ітерації запишеться так: 
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де 11a і т.д. – часткові похідні функції  . 

Обчислення значень екстрапольованих X̂  здійс-

нюється із застосуванням матриць Маркова за такою 

рекурентною схемою: 

     

     

     .1ˆa1ˆˆ

,1ˆa1ˆˆ

,1ˆa1ˆˆ

mm11

2m1212

1m1111







nXnXanX

nXnXanX

nXnXanX

mmm

m

m









  (9) 

Необхідні для таких обчислень апріорні імовірності 

kw  і ijp  знаходяться за відомими формулами теорії 

ймовірності [19, 20] 

         ijijjiij anpfnXnXMnp 11ˆ1ˆ  , 

 (10) 

де mji  ,1 , а знак  M означає операцію зна-

ходження математичного очікування. 

В такому підході загальною властивістю є марко-

вість перехідних станів, тому прогнози, одержані та-

ким. чином можна трактувати як марковський про-

гноз [15, 16]. 

Як приклад, показано аналіз радіоекологічних змін 

окремо взятої території після Чорнобильської аварії 

через 10 і 20 років. 

У відповідності з викладеним алгоритмом маємо: 

10N  – число циклів (років прогнозу); 

914  – розмірність вихідної і прогнозних матриць; 

  – означає відсутність даних. 

Приклад практичного розрахунку матриць Маркова 

приведено на рис.1. Тут: матриця 
0t

M  отримано за мо-

дельними характеристиками радіоекологічного стану 

певної території на час екстремальної ситуації  0t ; 

матриця 
1t

M  розрахована для 1001  tt ; матриця 
2t

M  

– для 2002  tt . В розрахунках за функцію Ф взята 

багатофакторна лінійна регресійна модель [19, 20]. 

 

00.4700.4000.3278.3613.4105.567.1857.1279.18

0.00.000.6197.4400.4500.283.2000.1200.22

0.00.087.5735.4935.4337.416.1972.1256.21

0.00.074.4896.4840.3662.1144.1083.1107.23

0.00.000.4834.4531.3861.1700.1000.1100.24

0.00.000.5228.3950.3647.4299.1617.1100.23

0.00.000.4700.3857.3276.6400.1900.600.7

0.00.072.4573.3500.3200.7000.8600.5000.36

0.00.028.3200.3400.1281.5468.7597.4821.34

0.00.000.3124.3213.1400.4556.4711.7861.22

0.00.097.2813.2500.1100.2800.4700.8600.19

0.00.000.2674.3400.1806.2900.880.7457.21

0.00.000.4285.4959.11034.4431.1279.3237.20

0.00.000.3380.6300.11872.8697.2100.3100.19

0 Q

; 
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45.411.353.276.837.782.063.081.094.3

0.00.000.1217.800.840.045.040.000.4

0.00.038.1137.971.773.068.097.060.4

0.00.081.1202.1248.637.286.321.430.14

0.00.000.1339.1316.1206.900.400.400.16

0.00.000.1293.1387.1406.2201.1218.400.10

0.00.000.1600.1489.1338.3000.1842.060.1

0.00.053.1575.1300.1400.3200.4700.3200.20

0.00.061.1000.1445.078.2966.4062.3089.18

0.00.000.1090.1225.300.3214.791.5132.9

0.00.004.1062.867.200.445.000.5940.6

0.00.000.1070.1321.719.669.316.4928.8

0.00.000.1282.2163.7107.2138.403.914.7

0.00.026.160.3000.7738.5463.440.640.6

10 Q

; 
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Рис.1. Матриці Маркова на час 0t , 1t  і 2t . 

 

Комп’ютерна реалізація алгоритму марковського 

прогнозу показала, що він може бути реалізований 

двома шляхами, що відрізняються послідовністю за-

стосування процедур перетворення матриць і прогнозу 

окремих елементів матриць. У символьній формі пер-

ший і другий підходи мають вигляд: 

перший підхід 

00 QQ
прогноз

  , 10 QQ
k
 , 11 QQ

прогноз
  , 21 QQ

k
 , 

другий підхід 

00 QQ
прогноз
  , 10 QQ

k
 , N

k
QQ 1 . 

При застосуванні першого підходу на кожному часо-

вому циклі розв’язуються дві задачі: задача прогнозу і 

задача переходу до наступного часового k -річного, 

циклу. 

В другому підході спочатку розв’язується задача 

прогнозу, а потім у всіх часових циклах – тільки зада-

ча переходу до наступного часового циклу. 

 

      
а) б) в) г) д) е) 

Рис.2. Морфологічні особливості перебудови кісткової тканини під впливом підвищеної радіації: 

а) мікроструктура кісткової тканини в нормі, збільшення 10000Х; б) фрагмент губчастої кістки, ураженої враженого хво-

робою Пертеса, – 1000Х; в) кортикальна частина кістки, враженої дистрофією, – 3000Х; г) фрагмент ураженої остеомою кіст-

ки, – 1000Х; д) кістково-хрящовий екзостоз, фрагмент кістки, – 2000Х; е) РЕМ-мікрофотографія кісткової лакуни, – 5000Х. 

 

ІІ. РЕМ-мікроскопія деструкції кісткової тканини 
На територіях, радіоактивно вражених внаслідок 

Чорнобильської аварії, крім радіоактивного забрудне-

ного ґрунтового і рослинного покриву спостерігають-

ся суттєві деструктивні зміни кісткової тканини у лю-

дей і тварин [21]. На мікрофотографіях (рис.2, а, б, в, г, 

д, е) отриманих за допомогою сучасної електронної 

мікроскопії растрового типу (РЕМ "Hitachi-S800") по-

казаний зразок здорової кісткової тканини людини (а) 

та зміни повʼязані з негативними зовнішніми процеса-

ми: ураження хворобою Пертеса (б), дистрофією (в), 

остеомою, (г), кістковим хрящовим екзостозом (е), кіс-

тковою лакуною (д). 

Відмічені деструктивні зміни обумовлені депону-

ванням в кістковій тканині головним чином радіоак-

тивного цезію-137 і стронцію-90. Тривале надхо-

дження та інкорпорація їх у кістковій тканині супро-

воджується розвитком в кістках ряду структурних 

перебудов, найбільш вражених в зонах росту і адап-

тивного ремодулювання кістки. 

Висновки і перспективи подальших досліджень 

1. Із комп’ютерного порівняння цих підходів мож-

на зробити такий висновок: в першому підході розв'я-

зується N задач прогнозування, а в другому тільки 

одна. Перший підхід не накопичує помилок прогнозу-

вання, а кожний раз уточнює прогноз при переході з 

одного часового циклу на інший. Другий підхід: пер-

ші зпрогнозовані значення поширює послідовно на 

решту часових циклів, що приводить до накопичення 

помилок прогнозування з кожним часовим циклом. 

Очевидно, з точки зору точності, необхідно віддати 

перевагу першому підходу. 

2. В сукупності розроблена методика дозволяє здій-

снювати на якісно новому рівні інтегровану оцінку, 

інтерпретацію та прогноз радіоекологічного стану те-

риторії, а також вплив радіаційних, еко-антропогенних 

факторів на здоровʼя людини. 
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Мельник В.Н., Блиндер Ю.С., Мендель В.П. Математический формализм трансформации радиоэкологического со-

стояния территории с применением матриц Маркова и РЭМ-микроскопии 

Аннотация. Рассмотренные из общих математически-формалистических позиций вопрос трансформации во времени ра-

диоэкологического состояния пораженной территории. Показано, что подобные трансформации соответствуют марковским 

процессам, которые предлагается характеризовать матрицами Маркова. Дано прогнозный алгоритм в виде системы матрич-

ных уравнений калмановской типа. Предлагается интегрированная радиоэкологическая оценка с применением современной 

РЭМ-микроскопии.  

 

Melnyk V.M., Blinder J.S., Mendel V.P. Mathematical formalism transformation radiation using state of the Markov matri-

ces and SEM-microscopy 

Abstract. The question of time transformation of radio-ecological state of the affected area is investigated from a general mathemati-

cal-formalistic positions. It is shown that such transformations correspond to Markov processes that are offered to be characterized 

by Markov matrices. The predictive algorithm is given as a system of matrix equations of Kalman’s type. The integrated radio-

ecological assessment with the appliance of modern SEM-microscopy is proposed.  
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