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Аннотация. В статье рассмотрена задача исследования функциональной полноты систем булевых функций. Для формиро-
вания у студентов (учащихся) знаний, умений и навыков её успешного решения рассмотрены необходимые понятия, в част-
ности классы Поста, и примеры, а также соответствующие возможности инструментально-контролирующей программы 

Master of Logic. Статья в первую очередь предназначена преподавателям дискретной математики, математической логики, 
искусственного интеллекта и т. п., учителям информатики и математики средних учебных заведений, студентам соответ-
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Введение. В наше время остается актуальной проблема 

формирования у будущих специалистов в сфере ин-

формационно-коммуникационных технологий фунда-

ментальных знаний и практических умений их приме-

нения. 

Одной из важных задач в этой области является про-

ектирование интегральных микросхем, являющихся 

основой цифровых автоматов, в частности компьюте-
ров. Для успешного её решения необходима информа-

ция о функциональной полноте систем булевых функ-

ций, используемых при указанной разработке, по-

скольку такие системы позволяют построить произ-

вольный цифровой автомат. Также отметим, что во-

прос определения полноты системы булевых функций 

может трактоваться в двух основных вариантах: на 

основе формулировки или доказательства критерия 

Поста, что требует достаточно основательных знаний и 

умений, включающих следующие понятия: 

– логические операции и таблица истинности булевых 

функций; 
– двойственность и самодвойственность булевых функ-

ций; 

– монотонность булевых функций; 

– полином Жегалкина и линейность булевых функций. 

Краткий обзор публикаций по теме. Теоретиче-

ский материал, связанный с задачами математической 

логики и, в частности, с функциональной полнотой, 

изложен, например, в [1–6]. 

Поскольку исследование функциональной полноты 

системы булевых функций является достаточно слож-

ным и громоздким, то для более эффективной органи-
зации и проведения занятий, а также самостоятельной 

работы студентов (учащихся) при изучении этого во-

проса целесообразно использовать компьютер. Но нам 

неизвестны программные продукты, которые бы поз-

воляли комплексно решать указанную задачу. 

Поэтому для компьютерной поддержки изучения 

математической логики автором создана инструмен-

тально-контролирующая программа Master of Logic [8], 

которая является современным важным средством 

формирования у студентов (учащихся) умений и навы-

ков решения основных классов задач алгебры выска-

зываний и исследования булевых функций, а также 
позволяет автоматизировать процесс промежуточного 

и итогового контроля знаний [3; 7]. 

Таким образом, задача формирования знаний по ис-

следованию полноты некоторой системы булевых 

функций является актуальной, но для более эффектив-

ного решения требует использования соответствующе-

го программного обеспечения. 

Целью статьи является рассмотрение алгоритма 

определения функциональной полноты системы буле-

вых функций на основе формулировки критерия Поста 

и инструментально-контролирующей программы Mas-

ter of Logic для формирования у студентов (учащихся) 

соответствующих знаний, умений и навыков. 
Материалы и методы. Изучение темы о функцио-

нальной полноте системы булевых функций можно 

начать или с формулировки критерия Поста, или с 

определения классов Поста. 

Рассмотрим сначала классы Поста. 

1. 0T  – класс булевых функций, сохраняющих 0, 

т. е. 021 ),,,( Txxxf n   0)0,,0,0( f . 

Примеры.  0,,,,0 Tx  . 

0,,,1 T . 

Можно сформулировать такое задание: определить 

количество булевых функций от n переменных, при-

надлежащих классу 0T . 

2. 1T  – класс булевых функций, сохраняющих 1, 

т. е. 121 ),,,( Txxxf n   1)1,,1,1( f . 

Примеры.  1,,,,,1 Tx  . 

1,,0 T . 

Аналогично предыдущему заданию можно сфор-

мулировать такой вопрос: определить количество бу-

левых функций от n переменных, принадлежащих 

классу 1T . 

3. S – класс самодвойственных булевых функций. 

Булева функция ),,(* 21 nxxxf   называется двой-

ственной к булевой функции ),,( 21 nxxxf  , если 

),,(),,(* 2121 nn xxxfxxxf   . 

Примеры. 

1) Константа 0 двойственна к константе 1 и наоборот; 

2)   двойственна к  : yxyx  ; 

3)   двойственна к | : yxyxyxyx | ; 

4)   двойственна к  : yxyxyx  . 

Замечание.   и   являются отрицаниями друг 

друга и двойственны друг к другу. Но не всегда, когда 

gf  , то g  двойственна f . Например, |  не двой-

ственна к  , а   не двойственна к  . 
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Булева функция f  называется самодвойственной, ес-

ли ff * . 

Другими словами, f  самодвойственна, если 

),,(),,( 2121 nn xxxfxxxf   , т. е. на противополож-

ных наборах f  принимает противоположные значе-

ния. Поэтому самодвойственная функция полностью 

определяется своими значениями на 1-й половине 

строк таблицы истинности. 

Тогда можно сформулировать такое задание: опре-

делить количество булевых функций от n перемен-

ных, принадлежащих классу S. 

Примеры. Sx , . S ,,, . 

4. M – класс монотонных булевых функций. 

Булева функция f  называется монотонной, если для 

любых наборов ),,,(~
21 n   и ),,,(

~
21 n   

таких, что 
~~  , имеет место )

~
()~(  ff  . 

Примеры. Mx ,,,1,0 . M | ,,, . 

5. L – класс линейных булевых функций. 

Булева функция называется линейной, если она мо-

жет быть представлена полиномом Жегалкина степе-
ни не выше первой. 

Число линейных булевых функций от n переменных 

равно 12 n  – число линейных полиномов Жегалкина. 

Примеры. Lx  ,,,,1,0 . L ,, . 

Теперь сформулируем критерий Поста. 

Теорема. Система булевых функций является функ-
ционально полной, если она не содержится целиком ни 

в одном из классов Поста. 

Рассмотрим примеры заданий на определение 

функциональной полноты с помощью формулировки 

критерия Поста и использование для этого программы 

Master of Logic. 

Задание 1. Определить, является ли система буле-

вых функций }0,,{ F  функционально полной. 

Решение. На основе формулировки критерия По-

ста необходимо построить критериальную таблицу. 
Для этого нужно определить, к каким классам Поста 

принадлежат булевы функции из множества F. Учи-

тывая приведенные при рассмотрении классов Поста 

примеры, заполним критериальную таблицу (табл. 1). 

В этой таблице на пересечении каждой строки и 

столбца находится знак "+", если соответствующая 

функция принадлежит соответствующему классу По-

ста, и знак "–" в противном случае. 
 

Таблица 1. Критериальная таблица Поста 

 T0 T1 S M L 
  – + – – – 

  + + – + – 

0 + – – + + 
 

Поскольку в полученной для рассматриваемого 

примера таблице в каждом столбце есть хотя бы одни 

знак "–", то делаем вывод, что данная система F полна. 

Отметим, что данная система F содержит доста-
точно простые функции и поэтому некоторыми сту-

дентами (учениками) построение аналогичных крите-

риальных таблиц является устной задачей. Но суще-

ственные трудности возникают, если исследуемая на 

полноту система состоит из более сложных функций 

и/или большего их числа. Особое внимание при этом 

нужно уделить определению принадлежности функ-

ций классам S, M, L. 

Задание 2. Исследовать мажоритарную булеву 

функцию (табл. 2) на принадлежность классам Поста. 
 

Таблица 2. Таблица истинности мажоритарной булевой 
функции 

X1 X2 X3 F 

0 0 0 0 

0 0 1 0 

0 1 0 0 

0 1 1 1 

1 0 0 0 

1 0 1 1 

1 1 0 1 

1 1 1 1 
 

Решение. Из таблицы видно, что данная булева 

функция принадлежит классам 0T  и 1T . 

Основными методами определения принадлежно-

сти функции классу S являются: 
– построение и анализ таблицы истинности; 

– построение совершенной нормальной формы 

(конъюнктивной или дизъюнктивной) для булевой 

функции и двойственной к ней. 

В данном случае используем готовую таблицу ис-

тинности (табл. 2), из которой делаем вывод, что ма-

жоритарная булева функция является самодвойствен-

ной, т. к. на противоположных наборах она принима-

ет противоположные значения. 

Заметим, что совершенная конъюнктивная нор-

мальная форма булевой функции имеет вид: 

)(

)()()(

321

321321321

XXX

XXXXXXXXX




 

Для определения монотонности рассматриваемой 

функции достаточно проанализировать четвертую и 
пятую строку её таблицы истинности, т. к. на четвер-

том наборе функция принимает значение 1, а на пятом 

– 0. Поскольку наборы (0,1,1) и (1,0,0) несравнимы, то 

данная функция монотонна. 

Для того чтобы определить принадлежность функ-

ции классу L, необходимо построить полином Жегал-

кина одним из следующих способов: 

– методом равносильных преобразований; 

– методом неопределенных коэффициентов; 

– на основе совершенной дизъюнктивной нормальной 

формы; 

– с помощью треугольника Паскаля. 
Рассмотрение этих методов выходит за рамки дан-

ной статьи. Отметим лишь, что для мажоритарной 

булевой функции полином Жегалкина имеет вид: 

323121 XXXXXX   

Таким образом, мажоритарная булева функция не 

является линейной, т. е. не принадлежит классу L. 

Для исследования принадлежности функций клас-
сам Поста и определения полноты заданной системы 

булевых функций с помощью программы Master of 

Logic необходимо выполнить следующие действия: 

1) в пункте меню "Система" (рис. 1) выбрать под-

пункт "Функций", или с помощью мыши нажать кноп-

ку , или комбинацию клавиш "Alt+F"; 
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2) в появившемся окне с помощью панели набора 

и/или клавиатуры ввести необходимое количество 

формул и нажать клавишу "Enter" или кнопку "Ok". 

Информация о функциональной полноте систем буле-

вых функций из заданий 1 и 2 представлена соответ-

ственно на рисунках 2 и 3. 
 

 
Рис. 1. Главное окно программы Master of Logic 

 

 
Рис. 2. Ответ программы Master of Logic для задания 1 

 

 
Рис. 3. Ответ программы Master of Logic для задания 2 

 

37

Science and Education a New Dimension. Pedagogy and Psychology, III(25), Issue: 49, 2015 �www.seanewdim.com



Приведем ещё несколько примеров заданий на опре-

деление функциональной полноты системы булевых 

функций: 

 

1) }1,0,{ ZYYX  ; 

2) },,{ YXYXZYZXYX  ; 

3) }),({ 213123 XXXXXX  . 

 

 

Выводы. Задача определения функциональной пол-

ноты систем булевых функций является актуальной и 

для успешного решения требует серьезных знаний и 

умений в области булевых функций. 

Программа Master of Logic содержит удобные и 

гибкие средства, позволяющие студентам (учащимся) 

и преподавателям исследовать булевы функции и их 

системы на функциональную полноту, эффективнее 

распределять учебное время. 
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The use of instrumental and controlling program Master of Logic in teaching of solving the task of functional completeness of 

Boolean functions systems 
Abstract. The article considers the problem of investigating the functional completeness of Boolean functions systems. For the for-
mation of students (learners) knowledge, abilities and skills needed for its successful solution necessary concepts are considered, 
such as the Post classes, and examples, as well as compliant abilities of instrumental monitoring program Master of Logic. The arti-
cle is primarily intended for teachers of discrete mathematics, mathematical logic, artificial intelligence etc., computer science and 
mathematics teachers of secondary schools, students in related disciplines and pupils. 


