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Aннотация: Предложена инновационная модель для построения геометрических фигур, которая реализуется с 

помощью софтуерного продукта GeoGebra. Посредством динамического софтуера открываются и 

доказываются новые Геометрические места точек, которые применяются для построения фигур. 

Рассматриваются задачи, в которых дана зависимость между двумя отрезками одной фигуры с общим концом 

или задачи, сводившиеся к ними. 
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Древние греки принимали „идеальными линиями” 

прямую и окружность. Это привело к требованию вы-

полнять построение геометрических фигур только 

линейкой и циркулем. В наше время разработаны раз-

ные софтуерные продукты (програмное обеспечение), 

которые обладают инструментами для выполнения 

основных построений и решения основных построи-

тельных задач. Статья посвящена построению гео-

метрических фигур линейкой и циркулем, когда ли-

нейка и циркуль инструменты приложения GeoGebra. 

О фигуре дана зависимость между длинами двух 

отрезков с общим концом. В этом случае длина одно-

го из них выбираются как параметр, а другая выража-

ется посредством неё. Тогда основные построения – 

построение окружности с даным центром и да-

ным радиусом, и построение общих точек двух 

окружностей заменяется соответственно построе-

нием окружности с даным центром и радиусом, 

который является функцией параметра и постро-

ение геометрического места точек, составленное 

из общих точек двух окружностей, чьи радиусы 

функции одного параметра. 
Такие окружности будем называть „динамически-

ми окружностями с фиксированными центрами”. Мо-

дель „динамических окружностей с фиксированными 

центрами” введена в [3, с.7], где она использована для 

представления расстояния, пройденного материаль-

ными объектами при прямолинейном равномерном 

движении. 

Уточняем категорически понятие „динамические 

окружности с фиксированным центром” понимая 

множество окружностей с общим фиксированным 

центром и переменным радиусом. Величина радиуса 

меняется в зависимости от реального параметра. По 

существу это множество линий на уровне квадратной 

функции с двумя переменными вида F = (x–a)
2
+(y–b)

2
, 

где a и b константы, а точка с координатами (a;b) 

центр окружностей. Понятия „линия на уровне” о 

функции и „функция двух переменных” не вводятся в 

школьном курсе обучения и поэтому мы приступили 

к введению комментированного выше понятию как об 

одном и том же. 

Построение геометрических фигур сводится до по-

строения точек, которых условно назовём „определя-

ющими” и линий, определёными ими. 

Задача решающего: 
– определить свойства „определяющих” точек;  

– открыть разные множества точек, которые обладают 

такими свойствами; 

– использовать основные построения для двух из них 

и построить их общие элементы. 

Основной метод для решения задач для построения 

это метод сечения множеств. 

В рассмотренной модели динамических окружно-

стей можно построить точки как сечение трёх геомет-

рических мест точек, одно из которых статично, а 

другие две – „динамические окружности с фиксиро-

ванными центрами”. 

В следующих задачах применяем технологию для 

построения определяющей точки, а именно: строим 

точку пересечения динамических окружностей; изме-

няем стоимость параметра пока построенная точка 

принадлежит третьему ГМТ; существование „опреде-

ляющей” точки доказывается посредством проверки 

инструментом Связь между двумя объектами  . 

Недостаток этого варианта это обязательная про-

верка, которая не всегда лёгкая. 

Другой вариант это тот, при котором открывается и 

строится ГМТ, образованное из точек пересечения 

динамических окружностей. „Определяющая” точка 

строится как сечение двух ГМТ- новое и статичное.  

Задача1. Построить равнобедренный треугольник 

по данным отрезкам c и m, если c – его основа, а m 

разница длины боковой стороны и высоты к основе. 
 

 Рис. 1. 

 

Решение: Анализ: Допускаем, что ∆ABC, изобра-

жённый на рис.1 требуемый. Точки A и B построимы 

из условия АВ = с. Рассматриваем ∆AHC. Учитывая, 
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что AC –CH = m вводим параметр „h” обозначая им 

высоту CH = h, тогда AC = m+h. 

Точка С построима как сечение трёх ГМТ:  

1. ГМТ равно отстоящие от A и B – биссектриса SAB; 

2. ГМТ, которые находятся на расстоянии m + h от 

точки А-динамическая окружность k1(A; r = m + h). 

3. ГМТ, которые находятся на расстоянии h от 

середины H отрезка AB – окружность k2(H; r = h). 

Построение: Вводим параметр „h” и строим: 

отрезок АВ; его середину Н; окружности k1 и k2, и их 

точки пересечения M и M1. Ставим M и M1 в режим 

След  а „h” в режим 

Анимация и при этом получается 

кривая на рис. 2.  
 

 Рис. 2. 

 

Это одна ветка гиперболы, знакомой ученикам с 

8 класса, как график обратной пропорциональности. 

Обясняем, что гипербола одно из известных в мате-

матике конических сечений. Даём определение 

гиперболы, как ГМТ в равнине, чья разница 

расстояний до двух данных точек константа, в случае 

AM – HM = m. Фиксированные точки A и H называ-

ются фокусами гиперболы. Демонстрируем возмож-

ности софтуера GeoGebra для построения гиперболы 

инструментом  рис. 3. Выясняем почему получил-

ся след только на одной ветви гиперболы.  
 

 Рис. 3. 

 Рис. 4. 
 

Требуемая точка С строим как сечение гиперболы 

и биссектрисы SAB (рис. 4).  

Доказательство: Построенный ∆ABC требуемый, 

потому что отвечает условиям: AB = c, AC – CH = m, 

AB = BC.  

Следствие: Непозиционная задача построения 

имеет одно решение для каждого значения c и m.  

Задача 2. Даны отрезки p и d. Построить прямо-

угольник с периметром p и диагональю d. 

Решение: Анализ: Допускаем, что прямоугольник 

ABCD на рис. 5 требуемый. 
 

 Рис. 5. 
 

Рассмотрим ∆ABC. Точки A и C построим исходя из 

условия AC = d. Учитывая, что AD +CD = p/2 вводим 

параметр „a” и обозначаем AD = a, тогда DC = p/2 –

 a. Точка D построима как сечение трёх ГМТ: 

1. ГМТ, от которых отрезок AC наблюдается под 

углом 90˚ – окружность k с диаметром AC (без A и C); 

2. ГМТ, которые находятся на расстоянии a от точки 

A – динамическая окружность k1(A; r = a); 

3. ГМТ, которые находятся на расстоянии p/2 – a от 

точки C – окружность k2(C; r = p/2 – a). 

Построение: Вводим параметр „a” и строим: отре-

зок AC = d; окружность k; динамические окружности 

k1 и k2 и их точки пересечения M и M1 (рис. 6). Ставим 

эти точки в режим След, а параметр в режим 

Анимация и при этом получаем кривую, изобра-

жённую на рис. 7. Комментируем свойство, которым 

обладают точки полученной линии – сумма расстоя-

ний до двух фиксированных точек константа (AM –

CM = p/2). Даём новому ГМТ термин Еллипс и 

85



Science and Education a New Dimension. Pedagogy and Psychology, I(7), Issue: 14, 2013  www.seanewdim.com 

поясняем, что он тоже принадлежит известным в 

математике коническим сечениям, а точки A и C в 

рассматриваемом случае называются его фокусами. 

Для построения еллипса используем инструмент  

програмной среды GeoGebra.  
 

 Рис. 6. 

 

 Рис. 7. 

 

 Рис. 8. 
 

На рис. 8 построены конгруэнтные треугольники, 

которые соответствуют условию задачи. Доказатель-

ство следует из построения.  

Следствие: Непозиционная задача построения 

имеет одно решение, при условии p/2 ˃ d.  

Задача 3. Даны отрезки c и s . Надо построить 

прямоугольный треугольник с гипотенузой c и 

площадью S = s
2
. 

Решение: Анализ: Допускаем, что ∆ABC на рис. 9 

требуемый.  
 

 Рис. 9. 

 

Точки A и B построимы согласно условия AB = c. 

Из-за зависимости (AC∙BC)/2 = s
2
 вводим параметр 

„a” и выражаем AC = a, BC = (2s
2
)/a.  

Точка C построима как сечение трёх ГМТ:  

1. ГМТ, от которых отрезок АВ наблюдается под 

углом 90˚ – окружность k с диаметром АВ (без A и B); 

2. ГМТ, которые находятся на расстоянии a  от точки 

A – динамическая окружность k1(A; r = a); 

3. ГМТ, которые находятся на расстоянии (2s
2
)/a от 

точки B – динамическая окружность k2(C; r = p/2 – a) 

k2(B; r = 2s
2
/a). 

Построение: Вводим параметр „a” и строим: отре-

зок AB = c; окружность k; динамические окружности 

k1 и k2 и их точки пересечения M и M1 (рис. 10).  
 

 Рис. 10. 

 

Ставим эти точки в режим След, а параметр в режим 

Анимация и при этом получаем кривую, изображён-

ную на рис. 11. В математической литературе она 

известна под названием Овал Касини [2, с.151]. Он 

ГМТ, для которых произведение расстояний до двух 

данных точек константа. След кривой можно начер-

тить и командой Геометрическое место точек . 

Указываем курсором точку M, а потом параметр „a”, 

аналогично и M1. В поле чертежа появляется Овал 

Касини, а в алгебрическом окне Дополнительные 

объекты Лотос1=Locus [M, a]. Так как не можем 

построить точки пересечения этой кривой с окруж 
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ностью k, изменяем значение параметра, пока M 

kM   и kM 1
. Это свойство доказывается 

инструментом Связь между двумя объектами .  
 

 Рис. 11. 

 

Таким образом построена и третья вершина ∆ABC 

(рис. 12), которая отвечает условию задачи.  
 

 Рис. 12. 

 

Следствие: У задачи 1 или 0 решений, так как 

построенные на рис. 12 треугольники одинаковы.  

На рис. 13 представлено исследование числа общих 

точек на Овалах Касини и окружности k для разных 

значений отрезка s. 
 

 Рис. 13. 

 

Задача 4. Даны точка A и прямые b и c (рис. 14). 

Построить ∆ABC, для которого bB , cC , и 

находится на одинаковом расстоянии от точек A, B и 

прямой b.  
 

 Рис. 14. 

 

Решение: Анализ: Из условия, что точка C находится 

на одинаковом расстоянии от точки B и прямой b 

следует, что B ортогональная проекция от C на b. 

Допускаем, что ∆ABC на рис. 15 требуемый. 

Исходя из зависимости СA = BC вводим параметр „a” 

обозначая AC = BC = a. 

Точка C принадлежит трём множествам точек: 

1. прямой c; 

2. ГМТ, которые находятся на расстоянии „a” от 

точки A – динамическая окружность k(A; r = a); 

3. ГМТ, которые находятся на расстоянии „a” от 

прямой b – пара динамических прямых b1 и b2, 

параллельные b. 
 

 Рис. 15. 

 

Построение: Вводим параметр „a” и строим: 

динамическую окружность k; динамические прямые 

b1 и b2 и их точки пересечения M и M1 (рис. 16). При 

изменении параметра „a” точки M описывает кривую, 

изображённую на рис. 17.  
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 Рис. 16. 

 

 Рис. 17. 

 

 Рис. 18. 

 Рис. 19. 

Геометрическое место точек, которые находятся на 

одинаковом расстоянии от данной точки называется 

парабола и в то же время это коническое сечение. 

Точка называется фокус, а прямая – директриса. Для 

построения параболы используем инструмент  

динамического софтуера GeoGebra (рис. 18). Точка C 

сечение параболы и прямой c, а B сечение прямой b и 

перпендикуляра опущенного к ней через C. 

У позиционной задачи построения есть два 

решения, изображенных на рис. 19. 

Следствие: У позиционной задачи для построения 

2, 1 или 0 решений в зависимости от числа общих 

точек параболи и прямой с.  

Предложенная модель „динамических окружностей 

с фиксированными центрами” может успешно 

приняться как комплексный инструмент приложения 

GeoGebra. 

Считаем, что представленный в статье подход 

инновативный в обучении математике и содействует 

активизации познавательной деятельности учащихся с 

повышенным интересом в области математических и 

компютерных наук. 
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Етапи розробки змісту електронного посібника для самостійного  

позааудиторного навчання майбутніх економістів ділового англомовного говоріння та письма 

                                                      
1
 Биконя Оксана Павлівна, кандидат педагогічних наук, доцент, докторант 

Київський національний лінгвістичний університет, м. Київ, Україна 
 

Анотація. Стаття присвячена етапам розробки змісту електронного посібника для самостійного позааудиторного навчання 

майбутніх економістів ділового англомовного говоріння та письма. На основі критичного аналізу наукової психолого-

педагогічної та методичної літератури визначаються основні етапи: підготовчий етап, основний етап, програмну реалізацію 

гіпермедіа в електронній формі, тестування й доопрацювання цього видання. Обґрунтовано структура та змістове напов-

нення електронного посібника з ділової англійської мови для організації самостійного позааудиторного навчання студентів 

економічних спеціальностей у вищих навчальних закладах. Конкретизовано теми, які необхідно включити до електронного 

посібника для самостійного позааудиторного оволодіння майбутніми економістами англомовними компетентностями у ді-

ловому говорінні та письмі. Зазначено, що підбір тем з ділової англійської мови для студентів економічних спеціальностей 

проводиться згідно з визначеними ситуаціями англомовного ділового усного та писемного спілкування. Виокремленні теми 

для навчання ділового говоріння (монологічного та діалогічного мовлення) та писемного мовлення англійською мовою. За-

пропоновано включення до електронного посібника додаткових папок для здійснення контролю та самоконтролю рівня во-

лодіння англомовними діловими продуктивними компетентностями у самостійній позааудиторній роботі студентів еконо-

мічних спеціальностей протягом навчання дисципліни "Ділова англійська мова". Наведено переваги використання елект-

ронного посібника для організації самостійної роботи студентів економічних вищих навчальних закладів. Запропоновано 

провести апробації цього електронного посібника для організації самостійної позааудиторної роботи студентів економічних 

спеціальностей при оволодінні ними англомовними компетентностями у діловому говорінні та письмі у вищих економічних 

навчальних закладах. 

Ключові слова: електронний посібник, самостійна позааудиторна робота, самостійне позааудиторне навчання, май-

бутні економісти, ділове англомовне говоріння та письма, ділова англійська мова 

 

Методика використання електронного посібника (ЕП) 

у навчанні іноземних мов виявилась перспективним 

напрямом і зацікавила науковців багатьох країн. Пе-

дагоги та психологи впевнені, що використання ЕП, 

під час навчання є одним із шляхів реалізації профе-

сійних якостей викладача і підвищення інтенсивного, 

ефективного, індивідуального навчального процесу за 

умов їх комплексного та доцільного використання. 

Разом з тим сучасні можливості використання ЕП у 

самостійному навчанні іноземної мови, а саме ділової 

англійської мови (ДАМ), відкривають студентам еко-

номічних спеціальностей доступ до нових джерел ін-

формації, дають нові можливості для творчості, спри-

яють розв’язанню їх професійних задач, підвищують 

рівень їх автономії. 

Ми вважаємо, що ЕП як засіб організації навчаль-

ного процесу сприятиме підвищенню ефективності 

професійної підготовки майбутніх економістів, на-

самперед через інтерактивність, самостійність, муль-

тимедійність, які є необхідною умовою під час опра-

цювання навчального матеріалу з ДАМ, особливо са-

мостійно та позааудиторно. Структура ЕП значною 

мірою повинна наближатися до логічного і послідов-

ного викладу матеріалу, включая мету, орієнтири, 

зміст, шляхи розв’язання поставлених цілей, зворот-

ний зв’язок, оцінку результатів навчальної діяльності, 

– що забезпечить краще сприйняття теоретичного ма-

теріалу з ДАМ. Критеріями ефективності вважаємо 

відповідність методологічним вимогам системності, 

ефективності, відтворюваності, керованості як крите-

ріям технологічності. ЕП з ДАМ повинен сприятиме 

вирішенню проблеми індивідуалізації самостійного 

позааудиторного навчання в системі "діяльність – 

студент", при цьому пріоритетним є досягнення кін-

цевого результату, а саме оволодіння англомовними 

комунікативними компетентностями (АКК) у ділово-

му говорінні та письмі.  

Метою цієї статті вбачаємо в тому, щоб висвітлити 

етапи розробки ЕП для самостійного позааудиторного 
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Bizova-Laleva, V. Construction of geometric shapes using loci and dynamic software 

Abstract. An innovative model is proposed for the construction of geometric shapes for which a relationship is given between the 
lengths of two sections of a figure (a sum, subtraction, product, ratio, etc). The basic constructions and construction tasks are realized 
by the dynamic software GeoGebra. 
The capabilities of the development environment are presented for using parameters to solve construction tasks. 
The “dynamic circles” are a key element in the model. We specify the concept of “dynamic circles” as a set of concentric circles with 
a common fixed center and a variable radius, which depends on a real parameter. 
The intersections of these pairs of circles form loci that are used for constructing the demanded points of the geometrical figures. 
The application of the dynamic software Geo Gebra is shown in order to “find” and construct new loci. The capabilities of the devel-
opment environment are demonstrated to visualize the study of the number of solutions to positional and non-positional construction 
tasks by the lines at a function level.   
An application of the Conic sections is made as loci for solving construction tasks. 
The proposed model of the “dynamic circles with fixed centers” can be seen as an extremely useful complex tool of the Geo Gebra 
application. 
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